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Après les Eléments de Legendre, après tous les 
lraités qui ont paru dans ces derniers temps, l’ou- 
vrage que j’offre aujourd’hui aux professeurs et aux 
élèves, sera peut-être regardé comme une super- 
fluité. On pensera qu’un livre de plus , sur un sujet 
qui en a déjà tant fait écrire , est un livre inutile. 

Cette multiplicité de tentatives ne doit pas, je 
pense, être condamnée aussi sévèrement; car elle 
indique, chez les auteurs, le désir de combler une 
lacune encore existante dans l’enseignement de la 
Géométrie. Tel est, du moins, le sentiment qui 
m’a guidé et soutenu dans le long et pénible tra- 
vail dont je publie enfin le résultat. Si ce résultat 
es * j"g < ‘ mauvais; si, en essayant de faire mieux 
que mes devanciers, j’ai fait moins bien , mes efforts, 
ajoutés aux leurs, ne seront cependant pas perdus 
pour la science; et de tous ces livres, dont les uns 
ont échoué, dont les autres ont été favorablement 
accueillis du public, il résultera peut-être enfin un 
bon Traité élémentaire ! 

J ai divisé ces Éléments en huit Livres, qui cor- 
respondent à ceux de Legendre. Cette classification 
n est peut-être ni la plus logique ni la plus com- 
mode; elle nécessite, dans la Géométrie de l’es- 
pace, ou une multitude de propositions qui ne 
permet pas au lecteur de saisir nettement l’ensem- 
ble des théories, ou des lacunes qui nuisent à l’é- 
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légance des démonstrations. Cependant, en pré- 
sence d’un usage généralement adopté, j’ai cru 
ne pouvoir mieux faire que de sacrifier mon opinion 
personnelle. 

D’après l’exemple donné par M. Lionnet, je n'ai 
pas défini la ligne droite. Cette proposition : La 
ligne droite est le plus court chemin d'un point à 
un autre , ne définit rien; en outre, elle suppose la 
notion de longueur , notion qui suppose elle-même 
une connaissance approfondie de presque toute la 
Géométrie. 11 est donc bien plus simple de regarder 
comme une idée primitive , celle de la ligne droite. 
Néanmoins , .comme il convient de n'emprunter à 
l’expérience qu’un très-petit nombre de principes, 
je propose en note(i) une définition qui me parait 
exacte, qui se rapproche de celle d’Euclide (a), et 
de laquelle on déduit immédiatement plusieurs théo- 
rèmes préliminaires. 

J’ai adopté aussi, d’après le professeur que je 
viens de citer, cette définition : la Géométrie est la 
science des figures. On la trouvera peut-être incom- 
plète; mais ce défaut, s’il existe, est racheté par la 
clarté; et d’ailleurs, la définition exacte d’une science 
est à peu près inintelligible pour un commençant. 

Depuis l’origine de la Géométrie, la théorie des 


fl) Définition. — Le plan est une surface indéfinie , qui est 
partout identique avec clle-méme. 

Définition. — La ligne droite est l’intersection de deux plans. 
(?.) 1 La ligne droite est celle qui est également placée aux 
points qui sont en elle.» (Euclide, traduction de Peyrard , 
tome I er , page i ,) 
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parallèles a fait le désespoir des personnes qui pré- 
tendent tout démontrer, et qui demandent le pour- 
quoi du pourquoi. La manière dont chaque auteur 
établit cette théorie est intimement liée à l’idée qu’il 
attache au mot angle. Après avoir hésité longtemps^ 
je me suis décidé à définir l’angle, la portion de 
plan comprise entre deux droites indéfinies } issues 
dun même point. Je crois connaître les objections, 
très-fondées d’ailleurs, que l’on oppose à cette ma- 
nière d envisager la question ; mais je crois aussi que 
1 embarras est bien plus grand si l’on adopte une 
autre définition. Quand, on dit qu’un angle est l’c- 
cartement ou Y inclinaison de deux droites, on rem- 
place seulement un mot pqr un autre. Legendre,'’ 
qui a lutté longtemps contre la difficulté inhérente 
à la théorie des parallèles, n’est point parvenu à la 
vaincre; et, pour avoir voulu rejeter toute notion 
d infini, il est tombé, après de longs elforts, dans 
une contradiction singulière, qui ressort clairement 
des deux définitions suivantes : 

« Lorsque deux lignes droites se rencontrent , la 
quantité plus ou moins grande dont elles sont écar- 
tées lune de V autre , épiant à leur position, s'ap- 
pelle angle. ( i V » 

“ êtngle solide est l’espace angulaire compris 
entre plusieurs plans qui se réunissent en un mémo 
point (a). » 

Du reste, si l’on parvenait à faire une théorie des 


' Legbmdkb, Éléments de Géométrie , ia« édition, page 2. 
1} Lf.gf.ndu, Éléments de Géométrie, page 137. 
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parallèles qui fût à l’abri de toute objection, la dis- 
cussion , ainsi qu’on l’a souvent dit , ne ferait que 
changer d’objet. On demanderait, par exemple, de 
prouver que , deux droites indéfinies étant situées 
dans un môme plan, si la première a deux points 
situés de côté et d'autre de la seconde , elle ren- 
contre celle-ci. Cette proposition est aussi impor- 
tante que le fameux postulatum d’Euclide; cepen- 
dant on l’admet sans scrupule, et l’on fait bien, 
attendu qu’en Géométrie , comme en toute autre 
branche des connaissances humaines, il existe un 
petit nombre de propositions dont la vérité ne pa- 
rait pas contestable, et qui néanmoins ne peuvent 
être démontrées d’une manière rigoureuse. 

La définition ordinaire de la ligne droite entraîne 
cette conséquence : Dans tout triangle , un côté 
quelconque est plus petit que la somme des deux 
autres. D’après la marche que je m’étais imposée, 
cette proposition devenait , ou un postulatum , ou 
un théorème : j’aurais pu la considérer sous ce 
dernier point de vue; mais alors il m’aurait fallu 
bouleverser l’ordre des matières composant le Li- 
vre premier, ordre qui me paraît simple et naturel. 
J’ai donc mieux aimé présenter cette vérité, comme 
résultant de l’expérience. 

Ap rès ces considérations essentielles, il me reste- 
rait beaucoup de choses à dire sur le moyen que 
j’emploie pour étendre aux lignes courbes et aux 
surfaces courbes les théorèmes démontrés pour les 
figures rectilignes. Je me bornerai à faire observer, 
en premier lieu, que le mode de démonstration 






connu sous le nom île réduction à l’absurde , qui 
vise à la rigueur, n'atteint pas son but , car il admet 
toujours, implicitement, des vérités tout aussi diffi- 
ciles à prouver que celle qui fait l’objet du théo- 
rème. Par exemple, si l’on veut établir, par la ré- 
duction à l’absurde, que les circonférences sont 
entre elles comme leurs rayons, on suppose qu’il 
y a des circonférences de toutes les grandeurs : or, 
ce point étant admis, la longue et pénible démons- 
tration dont il s’agit devient inutile. 

Secondement , cette méthode a un vice radical , 
c’est qu’elle n’indique en aucune manière le che- 
min que l’on aurait ph prendre pour trouver tel ou 
tel théorème; par suite, l’élève n’apprend pas à dé- 
couvrir, à son tour, de nouvelles vérités; il pense 
que la Géométrie se compose seulement des pro- 
positions contenues dans le livre qu'il étudie; et 
cette belle science, au lieu de lui développer l’in- 
telligence, ne fait que charger péniblement sa mé- 
moire. • *• ■■ > 

Guidé par tous ces motifs , j’ai adopté la méthode 
des limites ; mais, comme ce mode de démonstra- 
tion n'exclut pas la rigueur, et qu’îl est difficile de 
raisonner juste si l’on n’a pas défini les expressions 
dont on fait usage, j’ai expliqué, aussi clairement 
que j'ai pu , les dénominations de longueur, aire 
et volume. A l’aide de ces préliminaires, qui ont 
besoin d'ètre bien étudiés, les propositions relatives 
au cercle, à la sphère, etc., acquièrent un grand 
degré de simplicité. 

le n ai pas besoin de dire que, désirant faire un 
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livre qui fût à la hauteur de l’enseignement, j’ai 
emprunté beaucoup aux auteurs les plus estimés : 
Legendre, Lacroix, Lhuilier, Francœur , Stei- 
ner, etc., et, en particulier, à mon savant confrère, 
M. Vincent. J’ai été assez heureux aussi pour rece- 
voir, de MM.LaméetSturm, quelques avis précieux, 
dont j’ai tâché de profiter. 
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\f>Un/is préliminaires . • 

Ê -TL- ' ~ ■** • * 




t^ 1 
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1. Tout gc gui est pondérable occupe, dans VÈsu.Zï V. iiàJ 
«n .«« déterminé. Ce lieu, considéré sous Je rapport * * 

s f ^' >/7, <‘' - 01 > udependauuneut de la matière qu’il c ‘ on . • 1 
lient , csLappelé corps. j * 

2. La /««te d’un corps,. c’cst-à-diçe ce qui il sépare 
de 1 espace environnant, est une surface. 

La surfaïe se conçoit indépendamment du corps iiu’clle - ‘ 

. termine. r 1 

' £ f. 

d. Si deux corps se pénètrent, l'intersection de leurs ' ' 

. surfaces se nomme ligne. • 

On appelle également ligue, la limite commune de > ' • 
deux portions d’une mèhie surface. > t . *.Wj , 

* B, La J, ° n< l ' * COn S oit indépfcnd^pirtetu de Ja surface sur 

laquelle elle est située. . ï. 

4. L’intersection de deux lignes est un point. ** *'* 

On appelle également points, lesextrémités d’une ligne » 

Le point se conçoit indépendamment de la ligne à la- * 
quelle il appartient. & 

. 5. Les corps , les surfaces et les ligne^ ^désignent sous 

. le nom générique def^uns. ■ *** d&fc4 

ü. La Géométrie est la science des figures 

r ■ ’ 3*5 

sas*** « / Z*/?; ? 

«fer -, 


. .''■stpi 

.V' -S 


» t 


* 7m'P£r 

.àr 


• t-jl . ’ y* . 

^ r- ■ 

P>. - • ‘ • 

■a 



?3K 


u- / » 


7 /Deux figurés sont egn/cs 'lorsqu elles :sont superpo- 
sables, c’est-à-dire lorsqu'elles peuvent coïncider. - , ^ 

De la livrât droite. 

^ ^ ^ ■ K i jfc . . » 

S. Tout le mondé acquiert, par l’expérience, la ao-l * 

■ tiun de la ligne droit a. Par ëïbmpla, l'arête d'une règle ,ï* 
bien dressée est sensiblement Sine droite: Secondement, 
si l’on suspend uu petit poids à l’extrémité inithieure 
d’un fil homogène et llexibld», dbnt l’autre extrémité fit 
é * fixe, et si l’on met ce fifren équilibré sous l’action delà „ 

. V pesanteur, on pourra, eu faisant abstraction de léphis- - . 

• f seur du fil, le*rcgarder coniDte hue ligne droite ,gOn 
t * jiresque drîtlte, etc. ^ . § • 

. * ut , 9. toute droite finie Ali (.&*'■ 1 ) doit étrt^ considérée • . 

‘ * comme et a ni une partie, ou un segment t dune autre 

t . * droitefinic A' Il , plus grande que la première. De même, 

A' 15 çs^un çcgmniit de À "1î"( etc. En continuant ainsi 
* indéfiniment, ou parvient au principe suivant, qui doit * 

■ , ■ être regardé comme uhe dèihande é • ' . 

Toute drqite Fiim Ail est un segment futfe droite £ « 


'indéfinie CD. 
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10. Chacune des parties AC, 11D so nomme 'prolonge- , 
ment de la droite AD. 

11. On doit admettre, dominé étant vérifiée par l’cxpé- 

rtenee , la demande suivante': . * : 

Par ileux points dnn^s ^ on peut toujours /«ira /His- 
ser une droite , mais jj'W en pôut faire passer <m~ tint- . 

/'l 12. lies deux principes qui précèdent, on conclût que : 

• i°. Deux droites finies où indéfinies , qui ont deux 

points communs , coïncident ; 

a°. Tout%droite finie «» ttun menu: côté , un seul 
prpdongen/cn t , * 

13. I.a direction d’une droite finie AB est 1^ droite in- 
définie CD à laquelle appartient AB. * - ’ * ; 
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INTRODUCTION. V , 

• ' • * ’aË / r |rjp;‘ 4 ., , . 4 

v ÿ 14. Z)mr droites Afférentes ne peuvent, avoir qu'un '* '■ 

poin tcomnnui . , ' 

Car si «lies avaient deux points cqmmuns , elles coïnci- •'**.' 7 
deraient(I2, i?). r "" 

lo. La ligne brisée est celle qui est composée de ligues 
droites. — F.lle psi aussFappelée polygone. 

• 16. La ligne courbe est celle qui n’est ni droite, ni 

composée de lignes droites.' tm ’ i u - ^ »■ 

Dû plan. i ” 


*5 

I 


T *'<*- 


*•1 


. ^ Le plan est une surface indéfinie sur laquelle • 
est située tout culiêrela droite qui, unit deux points quel- * 
conques de cette surface. ! 

18. Vue figure plane est celle qui est tout eritière *' 

dans un même plan. , > * . . 

19. La Géométrie plant? est la partie de la Géométrie 
relatiyc ans figures planes : 

La Géométrie de F espair csi relative aux figures non 
sitiféesdans un même plan. J? ^ - f ; ' ' t i *• ® 

De lo mesure fries droites. 

20. Si la partie AG de la droite AB {fi g. a),' est égale à 

CI) (7), la droite AB est plus grande que CD; et la diffe- * 

rence entre ces deuxligftcs est égale à BG. ' ■ • 

De même , si les deux parties AG , BG de AB sont res- * 
pecti veinent égales' aux deux droites CD, EF, la droite 

A IX 1 « aSX 




AB est la somme de CD , EF. 

21. L'addition et la soustraction des droites se font 
commodément à l’aide du compas. 

22. Si la droite AB est composée de quatre parties AE , 
EF , FG , GB {fig. 3), égales chacune à CD, le rapport 
de AB à CD sera 4- Nous verrons plus loin comment on 
peut compléter cette notion du rapport de deux droites. 

23. Prenons la droite CD pour unit| ; alors le nomhj-c 

\ 1. 
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abstraitl4 exprimera la mesure de AH; et nous dirons que 
la longueur de dette dernière droite est égale à, 4 . 

24. Le mot longueur signifie aussi la droite finie; et 
; I on dit indifféremment, la droite AB , oula longueur AB. 

25. Enfin, la droite finie qui joint deux points s’ap- 
pelle aussi leur distan de. . * j1 * 


Termes Usités en Géométrie. 
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2fi. Ui ruxifîme. estame^vérité évidente par cllivinème.^ 
f 27. Une demande est une vérité presque évidente, 
que l’on énonce sans preuves (.9, 11). 

* 2ft. Uu tééorcme esfnnc vérité qui (Revient évidente à 
l’aide d’un raisonnement appelé démonstration. La pro- 

* position du n° 1 4 est un lliéorèiue. L’énoncé d-’un théorème 
renferme toujours pue supposition et une conclusion. 

*. ! 2U. Laproi/èumesinnequestionqui exigé une solution. 

30. Un letÀmé*e si nue proposition peu importante qui 
|sertà démontrer un théorème ou à résoudre un problème. 

31. Un corollaire e sf la conséquence qui se déduit, 
presque immédiatement, d'un onde pltfcieurs théorèmes. 

32. Un scohe est une remarque faite sur une on plu- 
sieurs propositions. v ' ; g 

33. La réciproque d’un théorème est un théorème in- 
verse, dans lequel la supposition est remplacée par la con- 
clusion, et vice versil. — Uneréciproque peut être fausse. 

° 34*. Hypothèse est synonyme de supposition. 

- ',wL > <7 

Division rie cet ouvrage. 

35. Ces Éléments de Géométrie seront partagés en 
huit livres. 

Les quatre premiers livres contiendront la Géométrie 
p /une ; et les quatre derniers, la Géométrie de P espace. 
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FIGURES rectilignes* 
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PRÉLIMINAIRES. 


. -y JB 

•i(î. La portion de plan , comprise entre^eux droites’ 
indéfinies AB, AC, issues du même point A, s’appelle 
angle. (Jig. 4), Le point A esl-le sommet de l’angle, les * 
droites AB, AC en sont lcs.cô/é#. t * , ' • 

On désigné un angle par la lettre de son sommet^ ou ** 
par les trois lettres qui indiquent ses côtés, en ayaAt soin 
de mettre au milieu celle du sommet. Ainsi l’on dit : 

1 angle A , 1 angle RAC , ou l’angle CAB. » 


| 


37. Deux angles BAC , CAD (Jig.'S), extérieurs l’un à ^ 


J autre, qui ont même. sommet et uncôté comrrWn,, 
sont dits adjacents". Si ces angles sont égaux, la droite 
AC est nommée bissectrice de l’angle BAD. 

38. Lorsqu’une droite CD (fig. r 6) i encontre uneMroitc 
.AB, de manière que les angles adjacents ACD, CDR soient 
égaux, chacun d’eux est -un angle droit, et la ligne CD. 
est dite perpendiculaire sur AB. Le point C est le pied 
dé la perpendiculaire. 

39. Demande. — D'un point Offrir swuntf tlroite 

AB, on peut toujours mener une droite CD, perpendicu- 
laire à la première. * * >* 

ML La droite’CE, qui fait avec AB des angles adja- 
cents ACE, BCE, inégaux entre eu», est une oblique 
relativement à AB. L’angle ACE, moindre que l’angle 
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ir. - i_r 1^. ti . r , I , • . « 

* ».. droijt ACD, est, un angle aigu; l'angle BCR, plus grand 

. p,} , A tjue l'angle droit BCD , est obtus. *. ^ ^ 


* 41 . Un polygoriÿ (.Jig- 7 ) est une portion' de plan ter- 

minée par des - droites. On donne aussi ce nom , soit à la 
. ,* r ligne brisée cjui limite la pprtion de plan (15), soit à un 
jr. . *• système ‘quelconque de droites {Jig’ H). ... 

, * 42. Le polygone dé trois cotés s’appelle triangle; celui 

de quatre èôtés, quadrilatère ,-^cclui de cinq côtés , peu- 
' tagoncj celui de si^ côtés, hexagone, etc. 

** 4 4k On ajffielle diagonale d'un polygone la droite qui 

loint deux sommets non consécutifs : telleest BG {Jig’ j)- 

• » »•* t' “V ' ■ A 1 w t 4. ; 

44. Une ligne.coneexe ëst celle qui ne peut être ren- 
contrée en plus de deux points par une droite. ... ‘ ; •- 

• ’ 45 .Demande. — - Dans tout triangle , un côté quel- . , 

conque est plus petit que lu somme des deux attires. 

% ' L r 'Ainsi , dans le triangle ABC ( Jîg ■ 9 ), ^n a 

* AB < AG -+- BC. 

• <y.. ^fette proposition, que l’on peut admettre comme étant? 
démontrée par» ^expérience , entraîné les’ conséquences 
suivantes : _ * '• te C ' 

v. ^ jjm 

'46. 1 “ Corollaire. — Si l oti joint par des droites les 
extrémités d'un mémo coté AB d’un triait gle-^fig. 10 ),, 

• avec. un point ÿitérieur D , lu somme de ces deux droites . 

^ sera épiles' pâtit^ que celle des, deux autres* côtés du 
• triangle. q . 

Prolongeons la fltSoke AD jusqu’à ce qu elle rencontre •. 
en fi le.côtç'BC \ nous aurons , dans le triangle BDE-, . 

. _ Æ è ’f ■ 

BD .<j,DE -4 EB, 

« 

et dans le triangle ^ACE, 

• é # 4 t * \\f ^ DE*£ AC -4- CE; 
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d’où; à causé de FB -+■ BC, •' ' * % * 

AD 4- DD < AC '4- BC. 

* » W~ ‘ -H. 

47. a r Corollaire*. — La somme de deùx droites qui 
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se coupent est plus" grande que la somme des droites^ 
opposées qui joignent, deux à deux , tes extrémités des 
, premières . * ^ *. 

48. 3 r Corollaire. Dans tout quadrilatère* cuu- 
vex&i la Somme des bâtés est plus grande que la somme 
des diagonales et plus petite que le double de cette 
softime. b tk ' * • . * 
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„• 49. Dans tout polygone , un côté quelconque est plus .» 

i petit que la somme de tous les aiâref. T ’ *. 

i u .. Soit lu v polygone conrexc ABC DE (fij$- **)• 
nous les diagonales AC , AD; nous aurons* 

AB 4* BC 4- AG , AG < CD 4-AD , AD < DE 4- EA‘; W* 


* f 


ou, 


«f 


, . AB < BC 4- CD 4- DE 4- ,EA. t T ^ ^ 

a°. Soit le poïygone^qyiefcoJ><[Hi'^feci)F.l ’GHI (Jig- 12). 


Nous aurons, en menant une ou plusieurs diagonales , fk 
lesqueCE^el dn prenant les points Al^N, Pou la droite 
AB îcncontrcdes autres cités, 

> %r ' 

i. 

' * tiVjâ 


J 

« 

y À 


«i3. 


AM < AI 4- IM, 

MN < Mil 4- HT, 4 J G^, 

M» < .NF 4- FP, 

PB < 'PE 4- CE, 4- CB, 4 ... ■ 

CE < CDU- DE. f * ’j 

r - mm # A "JT + 

Ces inégalités don Août 

AM 4- MN $ NP 4- PB 4-* CE. U 4- IM. 4- MIf*H- HG 

4-'GNh- NF 4- P&+ PE^CE 4, CI} 4- CD 4- D^. * ? j 
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AB< AI 4-111 4-HG 4- GF -f FF, -+- CB 4- CD 4- DK. 

• » * * Mmké m- :'l. .i » 1 » |Ali 

Théorème n • * 


50. Une ligne brisée convexe ABCDE ( lig. " i3) est 
plus petite </nc toute ligne brisée AFGHIK. qui V enve- 
loppe , 'et qui est terminée aux mentes extrémités. 

•Pour que la ligne convexe soit enveloppée par l’autre, 
il faut qu’en menant la droite AE, le polygone, convexe 
^ ABCDE soit intérieur à l’autre polygone. 

Cela étant, prolongeons dans le même sens les côtés AB. 
BC soient A',, B . . ■ t les points de rencontre de 
ces côtés avêc la ligne AFG. . . Nous aurons, par le théo- 
rème précédent,' 1 < 


AB 4- BA' < AF 4-<FG 4- GH 4- 


* 


BC 4 - CB' < B A ' 4- A* 1 4- IB', 


% 


Cl/ 4- DC' < CB' .4- Ü'K 4- K.C', v 
DE <DC' + C'E. 


*> ■■ 


Donc, eu ajoutant, 

AB 4- BC4-CD4- DEv^At 4-^0 4^GH 4- RI 4- 1K. 4-KE. 


* ;* 


THÉonÈMt: 111. 


51 . Une ligne brisée convexe est plus petite que toute 
ligne brisée qui l'enveloppe de toutes parts. 

.Cb théorème se dtémofitre comme le précèdent. 


ANGLES ET PERPENDICULAIRES. 

Tiiéoiu.ihk IV. 

m 

52. Sous les angles droits sont égqux entfe eux. 
Soient les droites CD, OP , perpendiculaires ‘re.specli- 
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veiueut a AB, A' B {Jig. 1 4): je dis que l angle dfoit MJJ) 
est égal à l’angle droit A'C'D'. 

Transportons la seconde figure sur la première, de 
manière que le point C’ coïncide avec le point*C’„ et 
qu un point A de A B' coïncide avec un point A de 
AB : les deux droites À' IV, AB coïnéidcront (12). Par 
suite, la droite C’D' prendra la direction CD; car si elle 
prenait toute autre direction CE, ou aurait à la fois ^ 

ACD = DCB, 

ACE — F.CB; 

* •¥ 
donc 1 angle ACE, plus grand que ACD, serait égal à 
l’angle ECB , plus petit que ACD. 

53. Corollaire. — D'un point C, pris sur une droite 
AB , on ne peut mener à celle-ci, d'un même côte, 
qu'une seule perpendiculaire CD. 

54. Deux angles sont complémentaires bu supp/cmcn- ! 
t aires , suivant (juc leur somme est égale à un angle droit 
ou à deux angles droits. 

Théorème V. - ’ 

55. Toute droite CD (Jig. i5) qui en rencontre une 

autre AB fait avec celle-ci , d'un mente côté, deux an- 
gles supplémentaires. * ‘ 

I ai le pied C de 1 oblique CD, menons la perpendi- 
culaire CE à AB; nous aurons 

’ m "w ÎWvV, */ ^ ‘ 

ACD = ACE -H ECD, ’ ' 

BCI) — BCE — fidD; 

,, . , , • 4 . ? . 

d ou, a cause de ACE.==BCE = i J ,,- » 

•ACD -P BCD '£= a*. ■ f " 

• • * 

5<i. Réciproque. — St deux angles àdjaÇMts ACD. 
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«SI itj), sont supplé.mentaircf, leur* cd/àj* ante- 

rieurs AG, CB sont en ligne dioite. 

Car si CB ouest pas le prolougcmenl (le AC , soit CB 
ce prolongement; nous aurions’, par hypothèse , 

ACD -t- DCB == 2*; ^ 

cl par la proposition directe, • ,. 

ACD -+- DCB' = 2 J ; 

ÿ ' 1 j. 'ÿF 

d’où • j 

DCB = DCB';' ' y. 

fw .li , - » . • 

ee qui serait absurde. 

« 

57/ C Corollaire. — fa somme do tous les angles 
consécutif $ , formés d’un même côte d’une droite, par 
d’autres droites quelconques , issues d’un même point de- 
là première, égale 2 droits. 

58.. ?* Corollaire. — La somme fies quatre angles 
consécutifs formés par deux droites qtli se coupent, 
égale 4 droits. 

59. 3" Corollaire. La somme de tous les angles con- 
sécutifs, formés autour d'un même point ^mr des droites 
issues de ce point, égale 4 droits f ^ 


Théorème VI. 


v àt m 


CO. Lorsque Mut droites AB, CD (fg. if)sa coupent, 
les angles AOC; BOD opposés au sommet, sont égaux. 
Le théorème précédent donne 


f . 

æL i 


i AOC COB = 2< / , 
BOD -H COB = a''; • 


P 


i -71- X 2*' - — - -ütf» 

donc, etc. ” , 

(51. Réciproque. — Sites angles. non cdhséculijs, for- 


més par quatre ; droites issues d'un même point, sont 
• égaux deux à daqp^ces quatre droites se réduisent à 
deux. 
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i'! Corollaire. — D'un point O (jig. a8), pris sur 
une droite AB , on lie peut mener (pi une seule droite 
(J) perpendiculaire à la première. • 

63 . 2 e Corollaire. > — Si une droite CD est perpendi- 
cnlaire à une autre droite AB, réciproquement celle-ci 

est perpendiculaire à la première. ‘ 

♦ . * -Sty . e. ,'i 

Théorème VII^ 

04 . Dans tout trianglo ABC, un angle quelconque CAB 
est plus petit que chacun des deux angles extérieurs op- 
posés CBE, BCF (Jig- 19). , 

Prolongeons indétiniiuent les c6tés du triangle. Nous 

aurons J , “*1 ■ %. mH -J 

angle C AB == thapgte A CB figure FCBE , 
angle CBE — angle -DCF -+- figurcYCRl'.. 

Par le tltéorème précédent, les angles DCF, ACB sont 
égaux-, donc r 

angle CBE = angle ACB -t- figure FCBE. 

Ôr . le triangle ACB est plus petit que l'angle ACB ; 
donc, à cause de la partie FCBE commune aux deux an- 1 

gle^CAB, CBE, nous conclurons 

■ » 4F * '^a ^ 2’ ^ - 

• u/jg-^rCAB < angle CBE. 

*• . r »»"'•* 

Tiiéoiu me VIII. 

65 . Far M/t point O {jig- 20), donné hors d’une 
droite AB : «Éra- «■> , Ak . . 3 

i°. On peut toujours mener une perpendiculaire CK! 
à cette droite ; fr 

2°. On n.en peut mener qu'une. 
i°. Soit O' la position que viendrait occuper lé pointO 
si 1 on faisait tourner autour de AB la’ partie supérieure*^ 


J m- r I I D.MI TU1B» f . 

île la ligure, joignons OO' qui rencontre AB au point C : 
je dis que OC sera perpendiculaire à AB. , • 

Bn ellet , les angles OC A, O'CA sont égaux à cause de 
la superposition des droites CO , CO ; de plus, ils sont 
supplémentaires (55); donc AB est perpendiculaire à 
OO' ; donc , etc. * • 

a°. Si la droite OC est perpendiculaire à AB, toute 
droite OC', différente de OC, ne sera pas perpendiculaire 
' à AB. . * V 

En effet, l’angle OCTl, ex^riftir au triangle OCC', est 
plus grand que l’angle intérieur OCB(64). . - 

00. Si d’un point O, "extérieur à une droite AB, on 
mène la perpendiculaire OC et une oblique OC', l’inter- 
valle CC', compris entre le pied de l’oblique et celui de 
la perpendiculaire, est appel é projection de l’oblique. 

07. Si deux droites forment, avec une troisième, deux • 
angles égaux, on dit qu’elles sont également inclinées sur 
celle-ci ; et si deux droites forment avec une troisième, 
des angles inégaux, ‘celle qui fait le plus petit angle est la 
plus iuclinéc. * 

* j,- •’.* ■ 

Tiiéorèmi: IX. T' 


; . .j’ «fy v.iSj, j, 7 

08. Si ri’ un point Q (Jig. ai), (extérieur à une droite 

AB, on mène la perpendiculaire OC et plusieurs obli- 
ques OD , OE , OF à cette droite : ■ ’ ■ . "?■ 

i". La perpendiculaire OC est plus courte que toute 
oblique ; |fj 

a°. Deux ol> tiques OD, OE, quiont des projections éga- 
lés, sont égales et également inclinées sur la droite AB; 

3°. J)e deux obliques OD, OF* celle qui a la plus 
faraude projection est ta plus grande, et la plus inclinée 
sut' la droite. 

' i°. Faisons tourner la figurj?*GOD autour de AB^ jus- 


f 
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qu’à ne qu’elle vienne occuper la position ÇOT). L’angle 
OC A étant droit, son égal OC A est droit ; donc OCO' est 
une ligne droite (56), et ODO' est un tÿangje. Consé- 
quemment, *•' v 


oc -f- cty < on -+- do', 

ou enfin 


OC < OD. 


?.OC ;< aOD, 


2 a . Si l’on fait tourner la figure A CO autour de OC, 
la droite CA , perpendiculaire à CO, prendra la direction 
de,<pB- .De plus, CD étant égal à CE. le poiutD tombera 
sur le point E; l’oblique ODcpïncidera avecOE(I2, i°) ? 
cès. deux obliques sont dofïc égales". L 

Ért même tÀifil.- on voit que les deux angles OUC . 
ÔEC sodt égaux.- , 

3°. On peut supposer que les deux obliques sont si- 
tuées d’un même côté de OC; car si elles étaient de côté 
et d’autre de cetté? droite; comme OD et OF, du pren- 


drait CE == CD,, et, menant OE , on aurait OD=QE. 

Soient donc OF. et OF deux obliques situées d’un même 
cpté^le la perpendiculaire OC. Faisons tourner la ligure 
autoiu' de AB, de maniè^ que le point O vienne en O^; 
menons O.E et O IA 

Le point F. , intérjçur au triangle OFO\ donne (46) 


<>U 


OE -h EO' <^OF"*Hr FO', ’ 

HoE <Ç 2 OF , ou OE <3 OF. f 
I V *\ 

En même temps, l’angle extérieur OEC est plus grand , 


que l’angle intérieur OFC; donc, etc. 

69. Réciproques. — Si d'un point ? extérieur à une 
i/rbite on mène la perpendiculaire et plusieurs obliquât : 
i°. Deux obliques égales , ou egalement inclinée £ sur 


'J 


, va 


% - 


. lu droite , ont iles-projectioys égales) 


*» 


J 

"V. 






• • f 
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• 4f ^ 

•• . 2°. De deux obliques trif gales, dit inégalement incli- ' , 
«éej sur /n droite, lapins grande, ou la plus iifiiinée , a 
1 la plus grandtynhjection. . 

La démonstration de ce» réciproques est év idente par . 
le principe suivant, qui est lui-même évident * 1 ‘ , 

Si T énoncé d'un théorème renferme toutes les hjfo- 
thèses que l on peut faire sur un sujet déterminé , et si . 
chaque hypothèse conduit à urie conclusion différente \ 
les réciproques du théorème sont vraies i % ' 

70. Corollaire . — D un point à une droite , on ne 
peut mener trois droites égales. <* 

1 1. La perpendiculaire abaissée d’un poin^sur une 
droite est appelée distance du point 3 droite.' , 

b-.ébLÂ.'*’lé r* _ , ftkk 

kj Xf • x? L «. , .. ■a^0t- te * 

Théorème X. 

72. i°. T out point de la perpendiculaire élevée sur le 

milieu d’une droite est également distant ries extrémités 
de cette droite ; * k" • 

2‘ . Tout poiht extérieur à la perpendiculaire est iné- 
gaiement distant des ex t rémit * 
i°. Soit IM { fig- 22) un pouu_ quelconque de la per- 
pendiculaire CD H élcvée sur le milieu C de AB. 

Les deux obliques MA, MB, aÿtmt des projections 
égales, sont égales ; donc , etc. k % 

2”. Soit N un point extérieur à la perpendiculaire; 
menons NA, NB : nous aurons NA,<<NB. 

En eÜêt , soit M le point où NB l'encontre CJ). Le 
triangle ANM^donne i’. , ' 


AN < AM 
ou enfin 


MN 


ou AN < BM -b MN; 




' ♦ 

r ' . 


AN <, BN. 
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73. jOn appelle /«jH géométrique uue ligne contenant 
tous les points qui satisfont jLime même Condition v oit 

. * ^ ' •/. / '■ V J" ® 


■< 


- 1 


qui jouissent d’une môme propriété 

D’après cette définition /les deux parties du théorème 
précédent, et les réciproques de ce théorème, peuvent sc 
résumer ainsi : • 

Lai per/ren die nia trePètèvèé sur fe milieu ri' une droite 
est le lieu géométrique îles points également distants des 
extrémité f île cette dhnte. 


• . 

a -ï 


T il rn tu; n r. XI; 


74. lorsque deux droites AB, CD {Jig. a3) se coupent : 
, f i°. Les' bissectrices OE, OF, de. deujç : angles adja- 
cents BOD, AOD, sont perpendiculaires entre elles • 

2 °. Les t bissectrices OE, Ot i, de deux angles BOD, AOC 
opposés au sommet, sont en ligne droite. 
i°. La ligne AOB étant droite, on a (57) 


J 

i 

■‘la 




AOF -4- FOD-+ DOF. — a rf , 


ou 


t • * 




aFOD -t-'S-DOÉ = 2 J / ou FOI) r +- DOE = i ÿ . 


2 °. Les droites, OE, OG^étanl perpendiculaires à OF> . 
les angles, EOF, FOG spnt supplémentaires ; donc EOG • 
esFune ligne droite (56). ‘ . ■ . 

JÉÎPt/ -« ii. 

Théorème XIÏ. 


75. i°. /Vm/ point M (ÿi£. 24 ) />ro j«r /n bissectrice. 
AD </’«// ànglc BAC , est également distant des côtés de 


cet angle; 

1 0 } Tout point t*Xfig- s fÊkè dans l'angle, 'exté- 
rieurement à la bissectrice , es} 'inégalement distant des 





côtés. 


l- V 


«r,V 
1 »• ,1 
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i k . Du point M abaissons' Les perpendiculaires ME. , 

..V, *. ^ A r T» • ‘M' vTa 

iW : _v ^ 
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PARALLÈLES. 


F! 


77. On nomme- parallèles deux droites qui, étant si- 
tuées dans un même plan, ne peuvent se rencontrer , ' 
quelque loin qu'on les suppose prolongées. 

Cette définition est justifiée par les propositions sui- 
vantes. *- ” ' ’L, / _"■ A' 


K*’ 
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78. Veux droites CD, EF (fig- 26 ), perpendiculaires 
à une même droite AB, sont parallèles entre elles? ■ » 

Car si elles se rencontraient eu un point O, il y aurait 
deux perpendiculaires oç. OE, abaissées dé ce point sur 
la droite AB; ce qui est absurde. 


*. 


K 


ï 


S* 




,\IF sur les eûtes AB, AC: il faut démontrer que ees 
perpendiculaires sont égales (71). • ;. 4 .> • 

Faisons tourner la Ggure DAFG autotti' de DA , jus- 
qu’à ce que le côté AC vienne, à Cause de l’égà- 
lité^des angles DAC, DAB, s’appliquer sur AB. Dans ce 
mouvement, le point M restera immobile; et comme, " 
d’un point à une droite, oii ne peut mener qu’une seule 
perpendiculaire (65), la droite MF, perpendiculaire à AC, 
prendra la direction de ME. Donc le point F tombera 
en E; et MF = ME. 

a°. Faisons tourner NAFC autour de AN, jusqu’à c® 
que AC vienne prendre la position AC', et que NF vienne * 
en NF'. Soit G le point où NE rencontre AC'. L’oblique 
■ NG est plus longue que la perpendiculaire NF'; donc, à 
plus forte raison , NE > NF V ml NE ^ NF. 

76.’ Corollaire. — Le lieu géométrique des points éga- 
lement distants des côtés d’un artgle-ou de leurs prolon- 
gements, se cornposexie la bissectrice de àet angle et de 
la.pcrpcndiculnire à la bissectrice, menée par le sommet . 
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79. Corollaire .' — Par si il /pin t donné C (Jig.a y), 
on peut mener une parallèle à une droite donnée AH. 

Du .point C abaissons une perpendiculaire CD, sur la ■ 
droite AB , puis, de ce même point C, élevons à. CD la 
perpendiculaire CE :/ cette dernière droite sera paral- 
lèle à AH. » 

80. ^Si deux droites AJ), CD (Jig- u 8 j, parallèles ou * 

non, sont coupées "par une droite £F, celte derpière est 
appelée transversale. * 

Elle détermine, avec les 'deux autres droites, huit 
angles qui, considérés deux à deux, prennent diflèreutes 
dénominations : '4k » 

% r 

t°. Deux angles situés d’un même côté - de la Uansvcr- • 
sale, et placés de la mftme manière relativement aux deux 
droite», sont dits correspondants . Tels sont, par exemple, 
AHEctCGE. . a \ •** 

a°. Deux angles si tués de côté et d’autre de la trans- 
versale, et en dedans des deux droites , sont alternes-in- 
ternes. Ainsi , AHE et DGF sont alternes-internes. 

3°. Deux angles situés de côté et d’autre de la trans- 
vcrsalc, mais en dehors des denx droites, sont alternes-" * 
externes. Les angles AHF, DGF sont dans ce cas- 

4°. Deux angles situés d’un même côté de là transver- * 
sale,. et en dedans des deux droites, sont intentes (T ah 
meme côté. Tels sont AHE et’CGF.' , H 

5°. Enfin , deux angles situés d’un même côté de la 
iransversalo , et en dehors des detn^droites, sont dits ex- 
ternes d'un niômà côté. Tels sont, par exemple, AHF 

et CGE. f ■ X T & . * * 

Théorème XIV. 

81. Si _ deux droites AH, CD (fig- 29 ), prolongées 
suffisamment , se rencontrait, elles Jonl .aréc une mente 
transversale EF , des angles fort es /ion liant s inégaux. 
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En eflet, dans le triafctde ÇHI , l’angle IGF est moin- 
dre que l’angle extérieur IHF (04). 

82. Réciproque. — Si deux droites AB, CD (fi g. 3o) 
font ai’cc une. même transversale EF, des angles corres- 


pondants inégaux, ces droites , prolongées suffisamment . 


ft.-J - 


H 

g 


doivent se rencontrer . 

r f 

• Supposons l’angle DGF aigu , et moindre que son 

.1 1 *. tn 1 'J l 


«• 


eorrespondant DHFj si la droite AB, prolongée indéfi- 
niment, ne rencontrait pas la droite CI) ,^il s’ensuivrait / 
'que le plus petit angle BGF serait égal au plus grand „ 
angle DHF, augmenté de la partie indéfinie BGHI) : ce 
qui- est' absurde. . < s 

» « TüéORKUF. XV ?. 


9. 

tr. 


r 

>« 


88. Deux parallèles font) avec une même transver- 
sale, des angles correspondants égaux. ^ 

■■ Car si' ces angles étaient inégaux, les droites se reneon- 
treraiept (82). 

84. Réciproque. — Deux droites sont parallèles lors - 
qu elles font, avec une meme transversale , des angles 
correspondants ,é gaux: 

Car si ces droites se rencontraient, les angles corres- 
v pondants seraient inégaux (81). 

8îi: Cette dernière proposition peut se déptontrer diret - . 
tement , ainsi qu’il suit : , 

* Soit l’angle FGB {fig. 3i) égal à son correspondant 
F HD ; et supposons que les droites AB, CD so rrneou- 
' tient en un point O. 

Les angles FÇB, AGE, opposés au sommet, sont égaux 
‘ (60); donc AGE = FHD. 

Ces dernière angles étant égaux, leurs suppléments 
BGE.FHC le sont aussi. * . - $ M ’ 

Transportons la figuré BGÏiD sur CHGA. de manière . 
que le point G vienne en H et que le point H vienne eu 
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G. A cause de l'égalité des angles BGE, CHF, la droite 
GB prendra la direction HC. Pour une raison semblable, 
,HD prendra la direction GA. Si donc les lignes GB, HD 
se coupaient en un point O, situé à droite de EF, les 
lignes HC , GA devraient se couper en un poiut O', si- 
tué à gauche. Autrement dit,,lcs*üeux droites AB , CD 
auraient deux points communs O, O';. ce qui est ab- 
surde (14). 

86. i * r L orol/aire . — Deux parallèles font , avec une 

même transversale , ' f j 1 - * 

i°. Des angles alter/ies-mtèmcs qgaux ; '** 

2 °. Des angles alterncs-cxt entes égaux; * 

’f 3°. Des angles internes d’un même côté, supplémen- 
taires ; V .(j 

4°. Des angles externes t? un meme côté, supplémen- 
taires. . <3 

87. 2 e Corollaire. —Deux droites sont parallèles lors- 
(/u’ elles font, avec une même transversale 

i°. Des angles a/ternes-internes -égaux; r 

2 °. etc.- M * . ... Kv ■ .' :î . ^ 

Ces deux corollaires se démontrent facilement à l’aide 
des théorèmes V et VI. 


88. 3 e Corollaire .'—Deux droite/, l'sine oblique et 1 au- 
tre perpendiculaire à une même droite , se rencontrent. 


Tiikoréhe XVI. 


89. Par un point donné G (/'§• 3 2 ), 'on ne peut mener 
qu une seule parallèle CD à une droite donnée AB. 


| Par le point C , menons la transversale CE’, et la droite 
quelconque CD'. A cause des parallèles AB , CD , et de 
la transversale EF, les angles correspondant FCP, FEB 
sont égaux (83);, donc les angles FCD, FEB sont iné- 
gaux: doné la. droite,, CD' doit redtonlrer AB (82). 
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90. i"! Corollaire. — Deux droites parallèles à une 
Troisième, sont parallèles entre clics. 

9j . a' Corollaire. — Si deux droites sont parallèles , 
toute perpendiculaire à F une est perpendiculaire à 

lautre . * 

Car s’il en était autrement, les deux droites données 
se rencontreraient (88).’ * 

92. 3° Corollaire. — Si deux droites sont parallèles , 

leurs perpendiculaires respectives sont parallèles entre 
elles. \ . • P . • * 1 ' t* 

93. 4* Corollaire. — Si deux droites AB, AC ( fig. 33) 

se coupent , ' leurs perpendiculaires respectives DE,£G 
je coupent aussi. * , ” * 

En eiret, si les droites DE, FG étaient parallèles, leurs 
perpendiculaires AB, CD seraient parallèles (92). 

Théorème XVII. 

94. DeuxShnglcs sont égaux ou supplémentaires , 

Iqisquc les côtes de l’un sont, parallèles aux côtés de 
T autre. ^ * # 'w ' ffc ► 

Soient les deux parallèles ÀB, A'B ‘(fig. 34), et les deux 
parallèles CD , C' D'. Je «lis «pie les quatre angles en O et 
les quatre angles en O’ sont, deux à deux, égaux ou sup- • 
plemenl: lires. 

Prolongeons A K : cette droite rencontrera nécessaire- 
ment CD (89). Les deux angles AOC, A'EC sont égaux 
comme correspondants. De même, les deux angles A O'C', 

A' EC sont égaux. Donc AOC = A O'C'. On comparerait 
de même les autres angles. 

Théorème Wlll. • jj/g ' 

95. Deux angles, sont égaux ^ou supplémentaires » 
lorsque les côtés de T un sont /mrpen diculaires aux côtés 
de T autre. 
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Soient les deux pcrpendiculai i«e*s AB, A' R’ (fl g. 35), 
elles deux perpendiculaires CD, C'D'. Je dis que les 
quatre angles en O et les quatre aÂglcs en O' sont, deux 
à deux, égaux ou supplémentaires. 

Menons, par le point O', les droites A"B", C' D", res- 
pectivement parallèles à AB, CD. D’après le théorème, 
précédent, les angles A OC, A" O' C').sont égaux. Il reste, 
donc à faire voir que A'O'C" estégaï à A'O'C': Or. 

V ô* • . * ? ■ 'V 

A'O'C" = + A'O'C", V 

A'O'C' *<*' +. A'O'C";- 

donc, etc, * -fti ^’V.rSk-' . 


‘1 


La démonstration se ferait de 'même j>our les autres 
Couples d’angles. 4 • 


TRIANGLES. 


9B. On appelle triangle équilatéral , celui qui a ses 
trois côtés $gaux ; triangle koscèle, celui qui a deux côtés 
égaux; et triangle scalène, celui qui a ses troi^ côtés 
inégaux. » * •- 


vl 

/il 

I 


07. Dans un triangle isoscèle, le côté adjacent aux 
deux côtés égaux prend le nom d c base. 


’ 4 • 98 ; Un trian S Ie ost dit rectangle , obtus angle ou acu- 
. /angle, suivant qu’il a un angle droit, un angle obtus, 
ou trois anglç^aigus. 


.* • < 

' . ^ 


-, 99. Dans , un friangle jectangle , le côté opposé à l’an- 
gle droit est nommé hypoténuse, * P 1 


*3 

i * -Ü 


Théorème XIX. 


4 

s 


100. Dans tout triangle, la somme îles trois angles est 
égalé à deux droits. 

ABC étant un triangle quelconque {fi g. 36?, prolon- 
geons indéfiniment le côté AB et menons , par le sommet 
B, une parallèle BE au côté AO ' 
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Les deux angles A ei ÉBD sont égaux comme corres- 
pondants (83)-, les deux angles C et CBE sont égaux 
• comme alternes-internEs (80, i u ). La somme des. t^ois an- 
gles du triangle est donc égale à là somme des angles ERB, 
CBE, ABC : or, 'cette dernière est égale à a droits (57). 

101. I er Corollaire. — Un triangle, ne peut avoir 
fp* deux angles droits , ni deux angles obtus. 

102. a c Corollaire. — Dans un triangle rectangle , les 
angles aigus sont complémentaires. 

103. Z* Corollaire. — Chaque angle extérieur d'un 

triangle est égal à la somme des deux intérieurs qiu lui 
sont opposés. . “ , 

101. 4" Corollau'e. — Si deux angles d'un triangle 
sont, chacun à chacun, égaux « deux angles d’un autre 
triangle, les deux autres angles seront égaux entre eux. 

Théorème V\ • 

1055 t°. Dans tout triangle ifôscèle , les angles oppo- 
sés aux côtés égaux sont égaux ; 

a°. Dans tout triangle, à un plus grand côté est op- 
posé un plus grand angle. " \ 

i°. Les côtéslAC, BC (Jig- 3 7 ) étant égaux , joignons 
le sommet C au milieu du côté opposé AB : la droite CD 
sera perpendiculaire» sur AB (73); et les obliques AC',* 
BC seront également inclinées sur AB (08, ity. 

a 0 . AC étarft plus grand que BC (Jig. 38), élevons une 
perpendiculaire "DE sur le milieu de AB; cette droite 
1 rencontrera AC en un. point E, avant de rencontrer BC. 
Menons EB, nous aurons CBA > EBA ; mais les obliques 
EB, EA, ayant des projectionsUjégales , sont également 
* iiiclinée^ur AB; donc , CBA CAB. 

100. Corollaire. — Tout triangle équilatéral est en 
nié Aie temps éqtt/hngfc pot réciproquement, ~ y 
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107'. bcolta. — Dans uu triangle isoscèlàjfla droite 

menée du milieu de là base au sommet opposé, partage 
la figure en deux triangles/cctangles égSux. 

• fl • *• 

Théorème X\l. 


erpan diculaires élevées^ 
ent en un meme point. 


1 08. Dans tout triangle, l es p 
sur les milieux des côtés cciicourcnt en un 

Les perpendiculaires élevées aux milieux D, F, des cô-^ 
tés BC, AC (fig- 3 y) se coupent en, un point O (93)." -Si 
nous joignons ce point au milieu F dittroisième côté, AB, 
la droite OF sera perpendiculaire sur AB. 

En effet, le point O, appartenant aux perpendiculai- 
res DO, EO, est également distant des sommets B et C, 
et des sommets A et C..Donc ce point, est également di- . • 
stanldçs sommets A et 1 B. Le point F est, par hypothèse. 
égalenieut*<Tistant des blêmes sommets J doncfetc. 

109. Corollaire. — Un triante étant * donné, on 
peut toujours troitecr, dans son plan, un point égale- 
ment distant des trois sommets ; "mais on rien peut 
troâèer qu'lui. t 

* <“■ i 

MOI Démarque. • — Selon que le triangle ARC est acut- 
anglè , rectangle ou optusangle , le point de concours 
des perpendiculaires se trouve dans l'intérieur dtt trian- 
gle, sur Y hypoténuse , on à l 'extérieur du^riang/c . 

Théorème XXII. 

H1. Dans tout triangle, les bissectrices des angles 
intérieurs ou extérieurs concourent , deux à dfiitx , eh 
quatre points. i ' • 

Les bissectrices AO, RO (Jig. 4°) des angles intérieurs 

BAC, ABC se coupent en un .point O, situé dans l’intc-r 

rieur ôo triangle ABC. Si nous joignons ce point au troi- ' 

siemo sommet C, la droite OC sera bisscctricc.de Jauglc 
1 . * * b 
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ACB. Enieflfet , le point O, appartenant aux bisser trioes 
AO, BO, est également distant des côtés AB, AC, et des 
côtés AB, BC (75). Donc ce point, situé A égale distance 
des côtés- AC , BC"* apparlicnft la bissectrice^ de l’angle 
ACB (70). * 

* Si; par les sommets A, B, C, nous menons les perpendi- 
culaires EF, FD, DE sur A(^ BO, CO, les droites ainsi 
menées seront les bissectrices des angles Extérieurs 11 du 
triangle (71). On vçrra , par le raisonnement qui vient 
d’être employé, que les points D, E, F, où ces droites sé 
coupent deux, à deux, sont situés respectivement sur 4cs 
bissectrices AO, BO, 'tÊw 

112. Corollaire. — Utt triangle étant . itbnné , on 

peut toujours trouver, dans son intérieur, un point éga- 
lement distant desSrois gâtés; mais on tien peut trouver 
qu’un. • 

ÉGALITÉ DES TRIANCrLE£. 

113. Dans la théorie objet £c. ce,paragraphe, on se 
propose de . trouver Jes conditions dont l’existence per- 
mette d’aflMuier que deux triangles sont égaux, sans 
qu’il soif nécessaire de vérilicr que toutes les parties' de 
l’un sont égales aux parités de l’autre. j \ 

TnÊonÈMi: XXU1 . 

1 IA. Dvuxrripnglcs sdh té gaux lorsqu’ils ont un an -, 
gle égal, compris entre deux côtés égaux, "chacun à 
chacun. 

Supposons l’angle A éga| à l’angle A ' {fig. 40? lé côté 
*AB égal à A 'IV, et le côté AC égal à A C' ; je dis que les 
deux triangles ABC , A'B'C' sont égaux. 

Portons le second triangle sur le premier, de manière 
• que le côté A'B' coïncide avec AB. A cause de l’égalité des 
angles !X et A', je tôié A'C' prendra la direction AC; 


- 
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et comme A'C' = AC , le sommet C' tomber» en C‘. Donc 
les deux triangles coïncident ; donc ils ^mt égaux. 


Théorème XXIV. 

' |^15. Deux triangles $ônt égaux lorsqu ils ont un côté 
égal, adjacent à deux angles égaux, chacun à chacun. 

Supposons AB =4.'B / , A=A', B=B'. Portons le triangl»; 
A ( B C sur ABC, de manière que A'B' coïncide avec AB. 
Le côté A'C' prendra la direction AC , et le côté B'C' 
prendra la direction BC. Le point .C', devant se trouver à 
la fois sur AC et sur BC, tombera en C. Donc les. deux 
triangles sonfrégaux. 

1 1l?. Corollaire. — Deux triangles rectangles sont 
égaux lorsqu'ils ont C hypoténuse égale et un angle aigu, 
égal, chacun à chacun. 


Théorème XXV. 


117. Lorsque deux triangles ont un angle inégal 
compris cnüe deux côtés égaux, chacun à chacun, le 
côté opposé au plus grand angle est plus grand que le 
côté opposé au plus petit angle. 

Supposons AC =* A'C', BC = B'C', ACB*> A'C'B' 
{Jig- 4 '-*-)• dis que le côté AB est plus grand que le côté 

A'B'. 

• 1 * _* f"/ ’ •* 

Portons le triangle A' B'C' sur ABC, de manière que B'C' 
coïncide avec BC : le côté A'C' tombera dans l’intérieur 
de l’apgle ACB, et prendra uncr position telle que CA’. . 
Menons AA"; puis, abaissons du sommet C , une per- 
pendiculaire CD sur cette droite : h cause des obliques 
égales AC, A"C, nous aurons AD = A'D. Par suite, le 
point E, intersection de ABctCU, est également distant 
de A et de A'' (73). # 

Actuellement, le triangle A'BEdonne A"B< A'E.-b-BE,'* 
ou A B <; AE + BE, ou cidin A'B'<^ AB. 
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In: liéciprot/uc des théorèmes XXI 11 et XXV. — 

Lorsque deux trjangles ont deux côtés égaux, chacun 
à chacun, çt un côté inégal, l'angle opposé au plies 
grand côté est plus grand que l'angle opposé au /^s 


petit côté. 


Théorème XXVI. 


119. Deux triangles sont, égaux , lorsqu'ils ont les 
trois côtés égaux , chacun à chacun. 

' Supposons AB = A'RVBC = B'CVAC=i=A'C (ftg'W 
Je dis que les deux triangles sont'égaux. 

Cette égalité serait évidente si l'angle A était égal à 
l’angle A ; car alors les deux triangles auraient un ringle 
^gal compris entre deux côtés égaux, chacun " h chacun. 

Or, si l’angle A était différent de A', le côté BC sciait, 
•contrairement à l’hypothèse, différent deiVC (117). 
Donc, etc. 

120. Scolie. — Dans deux triangles égaux., les angles 
opposés aux côtés égaux sont égaux. 


Théorème XXVII. 

1 21 . Deux triangles rectangles sont égaux lorsqu'ils 
ont l' hypoténuse égale et un cÔtéégal, cliaciui à chacun. 

Supposons BC = B'C', AB = A' IV ( fi g ■ A et A 

étant les angles droits. Je dis que les deux triangles sont 

égaux. # 

Celte proposition serait démontrée si le côté AC était 
égal au côté A'C ( 1 1 i). Portons le triangle A B C sur ABC, 
de manière que A B’ coïncide avec AB. Lçs angles A , A 
étant égaux, le côté A'C' prendra la direction AC. Mais 
alors BC et B’C' seront des obliques égales inénées d’un 
même point à la droite AC : leurs projections seront donc 
égalât c’est-it-dirc'qiir A'C — AC. *' '’-'f' 
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^ t ' QUADRILATÈRES. 

122. Parmi les quadrilatères, on remarques 

t' 1 . Le trapèze, qui a deux côtés parallèles nommes 
Imses ; 

a°. Le parallélogramme , qui a ses côtés parallèles 
deux à deux ; 

3°. Le rcclanglç, qui a tousses angles droits; 

. 4°. Le losange, qui a tousses cô|és égaux; 

5°. Le carré, qui »€es côtés égaux et ses angles droits. 

• 123. Nous dèvons observer. re^Riveraent à ces défini- 
tions V . . > * 

i".< Que le rectangle ABCD (_/îg. 44) peut être regarder 
comme composé de deux triangles rectangles égaux ABC , 
CDA, ayantune hypoténuse commune AC; 

2 ‘V Quc-le- losange ABC!) (Jïg- 45) résulte de la réu- 
nion de deux triangles isoscèlcs-égaux, ABC, CDA,*ayant 
une base commune AG ; 'À -Af 

3°ï Que le carre peut étire considéré comme un lo- 
sange-rectangle. , 

TiiKoncMi: XWBI. 

121. Dans tout parallélogramme , les côté S 'opposes 
sont égaux. 

Menons la diagonale AC (/tgV 4b) > et comparons les 
triangles ABC , ADC. 

Le côté AC est commun; les angles BCA, DAC sont 
égaux .comme altçrnes-internes (86) ; les angles BAC , 
DCA sont’égaux par la thème raison ; donc les deux trian- 
gles sont égaux (115); donc AB = CD, BC = AD, 
et B = D. 

125. Corollaire. — Deux parallèles sont partout 
également (listantes.' * *** JÈ 
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Soient deux parallèles AB, CD ( fig . 47) et deux droi- 
tes ÊF'\ GH, perpendiculaires à AB et à CD (91). La li- 
gure EFGH est un xectangle; ,donc EF ±= GH. C’èst là 
ce qu’exprime l’énoncé du cohollaire. 

120. Réciproques . — i°. Si, dans un quadrilatère , 
les côtés opposés sont égaux deux à deux, la figure est 
un parallélogramme. 

ar. Si, dans un quadrilatère , deux • côtés sohl égaux 
et parallèles, la figure est un paritjjélogqpmmc. 

127. Scolie. — Datif un parallélogramme, les angles 
opposés sont égaux, et tes angles adjacents à uu même «fôté 
sont supplémentaires. 


Tiikoiième XXIX. 


128. Les diagonales d'un paraUéJogrcunmc se. cou- 
pent mutucllcinent en deux parties égales. 

Dans les deux triangles “AOB, C^Oü {jig. 48), l’on a 
A13 = CD, ABO = CDO, BAO= DCÔ. Donc ces deux 
triangles sont égaux ; dont BO = DO, et AO =LCO. 

129. Réciproque. — Si, dans un quadrilatère , les 
diagonales se coupent mutuellement en deux parties 
égales, la figure eit un parallélogramme. 

180. Le point O, où se coupent Içs diagonales AC, 

BD, est -le centre du parallélogramme. On peut démon- 
trer que ce centre divise fen deux parties égales toute 
ccfrdc EF qui y passe. " v 

181. D’après le n° 128,- le rectangle, le losange et le 

carré , sont des cas particuliers du parallélogramme. Ces 
ligures doivent donc jouir des propriétés qui viennent 
d’èire démontrées. Le rectangle et le losange jouisscut 
encore des propriétés suivantes, <jui appartiennent, l dhe 
ef l’autre, aucarî’é. , • • *7 * 
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Théorème XXX. 
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132. Les diagonales d'un rectangle sont égales. 

f.. I il 1 i r»i~> liin' / 1- / 


En effet, les jjjeux triangles ABC, BAD (fig- 49 ) ont 
un angle égal (Mépris entre un côté commun et un côté 
égal ; donc ils sont égaux (114) ; donc AC = BD. 

Théorème XXXI. 

133. Les diagonales d'un losange sont perpendicu- 
laires entre elles. 

En effet, la diagonale BD ( Jig . 5o),. ayant deux de 
ses points , B et D, .également éloignés chacun des extré- 
^ ni tés de la diagonale AC, est perpendiculaire sur le mi- 
lieu de cette dernière. , 

** VL* i * * * 

Théorème XXXII. 

134. Dans' tout trapèze, la droite EF (fig.üi) qui 
joint les milieux des côtés, non parallèles AD, BC , est , 
E° paraîlèle aux deux bases;* a° égale à leur' demi- 
somme ; 3° également distante de chacune d' elles . 

. Menons pat le pointF la droite GH , parallèle à AD ; et 
soient G ^ H lds points où cette droite rencontre AB, DC. 

, Les deux triangles CHF, BGF ont : les côtés CF, BF 
égaux par hypothèse ; les an gles HOi, GBF égaux 
comme altcrnes-interncs; les angles HFC , GFB égaux 
comme opposés par le sommet. Donc ces triangles sont 
égaux. Par suite, HF = GF, et le point F est le milieu 
de GH. 

* 

Lia figure AGHD est un parallélogramme; donc j 
GH = AD. et GF = AE. Le quadrilatère AGFE, 
ayarit deux coté» égaux et parallèles, est un parallélo- 
gramme (126, 2 0 ). La première partie de la proposition est 
ainsi démontrée.. 

En second lieu, les parallèlogryumes EFDII, AGEE' 
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donnent ' 
» 


EF = DH = DC -+- CH , , 
EF = AG = AB — BG, 

d’où , à cause de CH = BG , • '• f 

ne • 


EF = 


Enfin , si du point F on mène là droite IFK perpen- 
diculaire aù%. trois parallèles, on formera deux triangles 
rectangles CKF , BIF , lesquels seront égaux comme ayant 
un angle aigu égal et l'hypoténuse égale (116). Donc 
FI = FK pdonc la droite EF est également distante de AB 
eide CD. ^ "* * 


135. Réciproque. — Dans tout trapèze, la droitç 
tpenée parle milieu d'un côté latéral, parallèlement aux 
bases, divise l'autre côté en deux parties égales. 


ÇOL1GONES. . 

136. Un polygone est dit - équilatéral ou èquianelc , 
suivant qu’il a ses côtés’ égaux ou ses angles égaux. Le 
carré est à la fois équilatéral et equtangle. 


4k* 


Tiikoukmf. XXXIII. 

137. La sortie des angles intérieurs d’un polygone 
convexe est égale à autant de fois a droits, qu'il a de 
côtés moins. deux. 

Menons, de l’un des sommets, des diagonales à tous 
les sommets opposés : le polygone sera décomposé en 
triangles dout le nombre égale Celui des côtés du poly- 


gone, moins a.' Or, la somme des augles.de tous les 


triangles est égale à la somme des angles intérieurs du 
polygone^ donc, etc. • 

138. Scolie. — L’angle droit étant pris pour unité, et 
n désignant le nombre des côtés d’un polygonte convexe. 


» I 
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Jà somme de scs angles sera in — r 4- Si le polygone a ses 
angles égaux , chacun d’eux aura pour valeur 


v 4 ■' ■' . » — x . / î \ 

* ' 3 ■ HT" = 9 ( ' - n\ 


• I . . * 

A mesure que n augmente , la fraction - diminue et la 


valetir de l’angle augmente iudéfiniment, sans pouvoir 
devenir égale à a. 


Théorème XXXIV. 


13y. Si l'on prolonge dans le même sens tous les cô- 
tés d’un polygone convexe , la somme des angles exté- 
rieurs ainsi obtenus est égale à 4 droits. 

La somme de l’angle intérieur FAR (Jig- 5*) et de 
l’angle extérieur adjacent RAA', est égale «à 2 droits; 
donc la somme de tous les angles intérieurs et extérieurs 
vaut autaut de fois a droits qu’il y a de côtés dans le po- 
lygone; et comme la somme des angles intérieurs est égale 
à celle-ci, diminuée de 4 droits, il reste \ droits pour la 
somn^des anglesextérieurs. ■ ’ ‘ 

Théorème XXXV. 


1 41). Deux polygones P et P" sont égaux lorsqu’ils 
sont composés d’un même nombre de triangles égaux . 
chacun à chacun , yt assemblés de la même manière. 

Cette proposition est évidente : car si l'on transporte le 
polygone P' sur le polygone P, du manière qu’un triangle 
A' du polygone l y coïncide avec le triangle A du polygone 
P, les deux triangles égaux B' et B, adjacents à A' et A, 
ayant un côté commun , coïncideront ; et ainsi de suite. 
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141. Deux polygones de n côtés, sont çgaux , Utrs- 
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qu'ils ont (n — i) côtés égaux , chacun à chacun,, ainsi 
que les (n — 2 ) angles compris entre ces côtés. 

Soient , pour fixer les idées, les deux pentagones 
ABCDE, A' B'C Cf E' (Jig. 53), ians lesquels AB = À' B', 
B= B , etc. *. . . 

Transportons le second polygone sur le premier, de 
manière que le côté A' B' coïncide avec AB. 

L’angle B' étant égal à B , le côté B'C' prendra la direc- 
tion de BG; et comme ces deux côtés sont égaux , le 
somôict C coïncidera avec C. De môme, D' ctE' coïnci- 
deront avec D et E. . 

Donc les deux polygones coïncideront dans toutes leurs 
parues ; donc E' A' = EA , E' = E , et A' = A. 


Théorème XXX VH 

112. Deux polygones de n côtés sont 'égaux , lors- 

qu'ils ont (n — 2 ) côtés consécutifs égaux, chacun à cha- 
cun , ainsique les (n — 1 ) angles compris entre ces côtés 
et les deux derniers. . 

Ce théorème se démontre comme le précédent. 

113. Remarque — Deux polygones de n côt^ étant 
. égaux lorsqu’ils ont (n — 1 ) côtés ct(n — 2 ) angles égaux , 

chacun à chacun, ou bien (n — 2 ) côtés et (/» — 1 ) angles, 
il s’ensuit que (in — 3) éléments , angles ou côtés , ètioisis 
- convenablement, suffisent pour déterminer un poly- 
gone den côtés. 


t 


.tri- 




ITN t>U LIVRE PREMIER. 

|Acf f • '* 'A 

rtwŸZ.’ ‘T ’ 


« A* 


1 


tfJML 


WM 

.W*‘ 


-ÏB, 




, t lÆRIlPf 

Ml ij» . * 

>*• 

* : * 
i 


i** 


i- «. 

• * îj f* 


J 




•s 

■b. 




•CA.‘ 






1 1>4 nili » 


.. T »*- 1 '* 








LIVRE DEUXIÈME. 

CERCLE, ET MESURE DES ANGLES. 


. .JÊÊLr. 

PRÉLIMINAIRES. 

U4. La circonférence est une ligne plane dont tous 
les points sont également distants d’un point intérieur 
qu’on appelle centre, 

145. Le cercfc est la partie du plan limitée par la cir- 
conférence. 

146. Une droite telle que OA (f,g. 54), menée d„ 
centre a un point quelconque de la circonférence, est un 
rayon. En vertu de la définition, tous les ravons OA 
OR, OC sont égaux. 

147. Toute droite DOE, qui passe par lecentrc , et qui 
se termine à deux points de la circonférence, est un dia- 
mètre. — Tous les diamètres sont égaux. 

148. Une portion quelconque de la circonférence, telle 
que AFR, est appelée arc. La droite AB, qui joint les 
extrémités d’un arc, est une corde. On dit que la corde 
sous-tend lare, ou que l’arc est sous-tendu par la corde’ 

A la même corde AB, répondent toujours deux arcs 

AFB , A CB; mais l’arc sous-tendu est le plus petit des 
deux. 

149. La portion de cercle AFBG, comprise entre un 
arc et sa corde, est nommée segment. La partie OAFBO, 
comprise entre un arc et les rayons menés à scs extré- 
mités, est un secteur. 

150. Une droite HL, qui ir’a qu’un point M de com - 
mun avec la circonférence, est une tangente. 

3 . ** 

,> F *{ • K * ' * ^ 
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Le point M est appelé point de contact. 

. r» ’«* 1^/ 

151. Enfin, une droite qui traverse la^circonférence 


se nomme xecante. 


Théorème I. 


152. l/ne ligne droite ne peut rencontrer la circonfé- 
rence en plus de deux points. 

Si une droite pouvait rencontrer la circonférence eu 
trois points, les rayons menés à ces points étant égaux, 
il s’ensuivrait que d un point on pourrait mener à une 
droite trois droites égales; ce qui est impossible (70). 


TnF.ORÈMF. n. 




153. Tout diamètre partage le cercle et la circonfé- 
rence, chacun en deux parties égales. 

Plions la figure suivant AB (Jïg- 55): la partie ACB 
de la circonférence devra coïncider avec la partie ADB ; 
car tous les rayons sont égaux. 

. *. t .• . . 

Théorème HI. 

151. Toute corde est plus petite que le diamètre. 

En effet, dans le triangle AOB (fg. 56)„.on a 

i AB ^ AO —t— OB. 

155. Corollaire. — Le diamètre est la plus grande 
droite inscrite dans le cercle. 

Air T - t **’ ‘ '* * 

Théorème IV. 

156. i °. La perpendiculaire à P extrémité d’un rayon 
est tangente à la circonférence ; 

a°. Toute oblique à l'extrémité d'un rayon est sé- 
cante. 

i°. Soit la droite BC l^fig- 5y), perpendiculaire à l’ex- 
trémité du rayon OA. Si nous prenons sur BC un point 
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quelconque M, différent de A, l'oblique- ÜM sera j)Uis 
grande’qucla perpendiculaire OA; et le point AI, distant 
du centre d’une quantité plus grande que le rayon , sera 
extérieur au cercle. Donc la droite BC sera tangente à la 
Virconfévence. 

a 0 . Soit la droite AB ( fig . 58), oblique à l'extrémité 
du rayon OA. Si nous menons du centre une perpendi- 
culaire sur AB, cette perpendiculaire sera plus petite que 
l’oblique OA , et son pied sera intérieur à la circonfé- 
rence ; donc la droite AB sera sécante. 

Réciproques. — i°. La tangente est perpendiculaire 
à l'exirèmilé du rayon mené au point de contact. 

2 °. La perpendiculaire abaissée du centre sur une 

tangente, passe par le point de contact. t 

_ . . 

157, Corollaire. — Deux tangentes menées aux ex- 
trémités il 7 un meme diamètre sont, parallèles. 

158. Scolie. — Une droite est sécante, tangente ou 
m extérieure à la circonférence, selon que sa distance au 

centre est inférieure, égale ou supérieure au rayon. 
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Tiiéoreme V. 


159. A tout triangle, on peut cùvonscrire une circon- 
férence, mais on n'en peut circonscrite qu'une. , 

Les perpendiculaires élevées sur les milieux des côtés 
du triangle se rencontrent en un point unique, également 
distant des trois sommets (108 b. t 109). Lie point est donc 
le centre d’une circonférence circonscrite au triangle! 
D'ailleurs, avec un centre et un rayon donné-s, on ne 
peut tracer qu’une seule circonférence ; donc, etc. 


Théorème VI. 


100. A tout triangle , on peut inscrire nue circonfé- 
rence . mais on n'en peut inscrire qu'une 
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Les bissectrices des angles intérieurs se rencontrent en 
un point unique , également distant des trois- Côté» (lit 
et 1 12). Si l’on abaisse de ce point des perpendiculaires 
sur les côtés, elles seront égales; donc la circonférence 
décrite du môme point comme centre, avec une de ces" 
perpendiculaires pour rayon, sera située dans l’intérieur 
du triangle et aura pour tangentes les trois côtés (1 ;j 8). 
Donc celte circonférence sera inscrite au triangle, etc. 

161 . Remarque. — Si l’on proposait cette question gé- 
nérale : tracer une circonférence tangente à trois droites 
données AB, BC, CA (Jig. 5g), on trouverait pour so- 
lutions, d’abord la circonférence O, inscrite au triangle 
ABC, et ensuite trois circonférences D, E, F extérieures 
au triangle, ayant pour centres les points où les bissec- 
trices des angles extérieurs sont rencontrées par les bis- 
sectrices des angles intérieurs (111). Ces circonférences 
sont dites ex-inscrites au triangle. 


•a df. 


CORDES ET ARCS. 

Theurème VH. 

* w 




1 62. Dans un nui/ne cercle ou dans des cercles égaux , 
les arcs égaux sont sous-tendus //ar des cordes égales. 

i°. Soient deux cercles égaux O et O' (Jig . 6o), c’est- 
à-dire ayant des rayons égaux ; soit ACB — A'C'B'. Je 
dis que AB = A'B’. 

Transportons le cercle O' sur le cercle O, de manière 
que le rayon A' O' coïncide avec le rayon AO. Les deux 
circonférences payant même centre et même rayon, coïn- 
cideront; et , l’arc A C’ B' étant égal à l’arc ACB, le point 
B' tombera en B; donc A'B' = AB. 

a 0 . Soient, sur une même circonférence , les arcs ACB, 
A'C'B' (Jig . fit), égaux entre eux. Je dis que AB =A'B'. 
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Imaginons une circonférence O', égale à lâ circonfé- 
surjette circonférence auxiliaire, u„ 
arc A G B =#ACB = A'C'B'. La co.de A" B" sera , en 
meme temps, égalé aux deux cordes AB, A' B'; donc, etc. 

Théorème YHI. 

1 03. Dans un même cercle ou dans des cercles ceaux 
un plus grand arc (moindre qu’une demi-circonférence) 
est sous-tendu par une plus grande corde. 

Par le théorème précédent, on peut toujours supposer 
que les deux arcs appartiennent à la même circonférence, 
et que, ces deux arcs partant du même point, le plus pe- 

lU A S nm aP1,qU<: SUr W" S pand - Soien ‘ ^ors ADB 
150 CO ^ ^ ce ^ oeu x arcs. MenonSl lés rayons AO, 

Les’ deux triangles AOB, AOC ont un angle inégal 

1T< AC D (H?f U ' *** " gaUX ’ ChaCUM à chacu “Vdonc 

U.t. Réciproque des deux théorèmes précédents. — 
Dans un même cercle ou dans M cercles égaux : 

1 o r,, ' s cort hts égales sous-tendetit des arcs égaux ; 
a 0 . Une plus grande corde sous-tend un plus grand 


arc. * 


Théorème IX. 

m. Le diamètre CD (fig. 63), perpendiculaire à 
une corde A B, parlàge cette corde et les deux arcs sous- 
tendus, chacun en deux parties égales. 

Menons les rayons OA, OB, et les co.des AC, BC. 
Les oblupics égales ont des projections égales, donc 
h EB; donc le diamètre CD est perpendiculaire sur 

, nU '^ dcAB - Parsuite ’> les cordes AC, BC sont égales ' 
donc (104) arc AC = arc BC. 


« 


« 
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• . ». 

On démontrera de même que les ares AO, BD sont 
égaux. ' » 

166. Remarque. — La droite CD : 

t°. Passe par le centre; 2 ° est perpendiculaire â AH ; 
3° divise AB en deux parties égales; 4° passe au milieu 
de l’arc ACB; 5° passe au milieu de l’arc ADB. 

Or, une droite étant généralement déterminée par deux 
conditions, il résulte du théorème, que toute droite qui 
satisfera à deux des cinq conditions précédentes, satisfera 
nécessairement aux trois autres. Ce théorème est donc 
susceptible de dix énoncés. Autrement dit, la proposition 
directe entraîne neuf réciproques. Nous laissons au lec- 
teur le soin de les chercher. . 

* 

167. En généralisant cette manière de raisonner , on 
peut établir, relativement aux réciproques, le prjncipe 
suivant, différent de celui qui a été posé au numéro 69. 

Si, en vertu d’un théorème, une certaine ligne satis- 
fait à plus de conditions qu'il n'en faut pour la déter- 
miner, toute ligne de meme nature , déterminée par un 
certain nombre de ces conditions , satisfera à toutes les 
autres. 

La seconde réciproque du numéro 156 est évidente par 
ce principe. 

TnÉonÈME X. 

168. Deux parallèles interceptent, sur la circonfé- 
rence, des arcs égaux. k 

Ces deux parallèles peuvent être : i° deux sécantes; 
2 ° une sécante et une tangente; 3° deux tangentes. 

Soit une sécante AB (fig . 64)- Menons un diamètre CD 
perpendiculaire sur cette droite; et, par les extrémités 
C, D de ce diamètre , menons les tangentes EF, GH ; 
elles seront parallèles à AB. 
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Nous avons AC = CB (ICü), DAC •= DBC(153) : les 
deux derniers cas sont donc démontrés. 

Si nous menons une autre sécante IK , parallèle à AB, 
nous aurons de même IAC = KBC ; d’où, en retranchant 
AC = CB, il vient AI = BK. 

- ♦ Mm,'* *• ’!*' * •' ,» 

CIRCONFÉRENCES SÉCANTES ET TANGENTES. 

169. Deux circonférences situées dans un même plan 
peuvent occuper, l’une par rapport à l’autre , cinq posi- 
tions differentes. Elles peuvent être, en effet i° exté- 
rieures l’une à l’autre; a° tangentes extérieurement; 
3° sécantes; 4° tangentes intérieurement; 5° intérieures 
l’une à l’autre. 

Nous allons pherchér quelles sont les relations de 
grandeur qui existent entre les rayons et les distances des 
centres, dans ces cinq circonstances. 

170. Lemme. — Si deux circonférences ont un point 
commun A (Jig- 65), situé d'un côté de la ligne des 
centres OO 7 , elles ont un second point commun B, symé- 
trique du premier par rapport à cette ligne. 

Abaissons du point A la perpendiculaire ACB sur 00' , 
et prenons CB = CA : le point B sera dit symétrique de 
A par rapport à 00'. 

Menons OA, OB: ces deux obliques, ayant des projec- 
tions égales], seront égales. Donc le point B appartient à 
la circonférence décrite du point O comme centre, et pas- 
sant en A. Nous verrous de même que le point B appar- 
tient à la seconde circonférence ; donc, etc. 

Théorème XI. 

171. Lorsque deux circonférences se coupent, la li- 
gne des centres est perpendiculaire sur le milieu de la 
cordc communes 


4o 

GÉOMÉTRIE. 

Ce tfiéorèmc est évident par le lemme qui précède. 

» ' f • * * 

Théorème XII. 

* • 

172. Lorsque deux circonférences se touchent , la li- 
gne des centres passe par le point de contact. 

Eu effet, si le point de contact était situé eu dehors de 
la ligne des centres, les deux circonférences auraient un 
second point commun; ce qui est contre l’hypothèse. 

Théorème XIII. 

173. Deux cercles étant situés dans un même plan : 

i°. Si les circonférences sont extérieures V une à Vau- 
tre, la distance des centres est pltls grande que la somme 
des rayons ; , 

a 0 . Si les circonférences sont tangentes extérieure- 
ment , la distance des centres est égale à la somme des 
rayons; ■ - ' ; 

3°. Si les circonférences sont sécantes, la distance des 
centres est plus petite que la somme des rayons, et plus 
grande que leur différence; 

4°. Si les circonférences sont tangentes intérieure- 
ment, la distance des centres est égale à la différence 
des rayons; 

5°. Si les circonférences sont intérieures Vune à Vau- 
tre, la distance des centres est plus petite que la diffé- 
rence des rayons. 

En effet : 

i». 00' = OA -+- O' A' + AA' {fig. 66); 

a”. Les centres O, O' ( fig, 67 ), et le point de contact 
A, étant en ligne droite (172) , on a 

00' =s OA -4- O'A; * 
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00' < OA — O'A'. 

174. Les réciproques de ce théorème sont évidentes. 

Théorème XIV. 

175. Lorsque deux circonférences n ont aucun point 
commun , la plus grande et la plus petite droite que I on 
puisse mener de l'une à l’autre, est une portion de la 

ligne des centres. 

Soient deux circonférences O, O' ( fig . 71 ), exté- 
rieures. Menons la ligne des centres 00', qui rencontre 
en A, B la première circonférence, et qui rencontre la 
seconde en A', B'. Joignons ensuite un point quelconque 
Mdc la première circonférence à un point quelconque 
M' de la seconde. Je dis que l’on aura 

MM' < AA', et MM' > BB'. 

La ligne droite MM' est plus courte que la ligne brisée 
MOO' M' (49) ; donc 


O'M', 


ou 

ou enfin 


MM' < MO -+- 00' 

MM' < AO -I- OO' -+- Q'A' 
MM' < AA'. 




En second lieu, 

00' < OM 


ou 


MM' -+- O'M', 
00' < OB 4- MM' -f- O' B', 




M 


Wi 


1 
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3°. 

Le triangle OAO' ( fig . 68) donne 

1 '* J 


00' < OA -I- O'A , 00' > OA — O'A ; 


4°. 

00' = OA — O'A {fig. 69 ); , 

•j». i|]9 

* si 

5°. 

OA = 00' O'A' -+- AA ’ (fig. 70 ); 

. ’ 1 

i- 

donc 


1 


1 


, ~ r - 



■ w 

. .. 

A./i çtr • ■ 
V’ ; ■ . 

M 

' • i 


M 

. • 



i 


. • * 
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uu enfin 

MM' > BB'. 

La démonstration serait la même pour deux circonfé- 
rences intérieures l’une à l’autre. 

176. Corollaire. — La plus grande et la plus petite 
droite que Von puisse mener à une circonférence , d'un 
point extérieur ou intérieur , sont les distances de ce 
point aux extrémités du diamètre qui y passe. 

MESURE DES ANGLES. 

177. En général, mesurer una quantité A, c’est cher- 
cher le rapport qui existe entre A et une autre quantité 
B , de mêrn'e espèce, prise pour unité. Si la comparaison 
immédiate ne peut être établie, on tâche de la rame- 
ner â celle de deux quantités A' et B', choisies de telle 
sorte , que leur rapport étant connu , on puisse facile- 
ment en conclure le rapport de A â B. Si ces rapports 
sont égaux , la question est simplifiée autant que pos- 
sible; car, en prenant B' pour unité, le nombre qui ex- 
primera la mesure de A' sera précisément celui qui aurait 
exprimé la mesure de A, si la comparaison immédiate de 
A à B avait pu être faite. 

Ce procédé, qui consiste à substituer à la mesure di- 
recte d’une quantité la mesure d’une quantité auxiliaire, 
est fréquemment employé en Géométrie. Nous allons 
voir , par exemple , comment on est parvenu à remplacer 
la comparaison de deux angles, par la comparaison de 
deux arcs décrits d’un même rayon, avec les sommets de 
ces angles pour centres. 

/ 

Théorème XV. 

1 78. Dans un même cercle ou dans des cercles égaux , 
les angles au centre ,■ correspondants à des arcs égaux, 
sont égaux. 
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1°. Soient les deux cercles égjiux O, O (Jig. 72), et 
soit ACB = A'C'B'. Je dis que les angles au centre AOB, 
A'O'B' sontdgaux. 

Menons les cordes ÀB, A B*: ces cordes seront égales 
( 162 b Par suite, les triangles AOB, AOB seront égaux, 
comme ayant les trois côtés égaux chacun à chacun ; 
donc, etc. 

2 0 . Si les deux arcs égaux sont situés sur une même cir- . 
conférence , 011 ramènera ce cas au précédent , comme on 
a fait au u° 102. 

• Tuf.oheme XVI.- 

® 179 . Dans un intime cercle ou dans des cercles égaux , 

les angles au centre sont entre eux comme les arts cor- 
respondants. ■' 

Par la [déposition précédente, nous pouvons toujours 
supposer que les deux arcs sont situés sur la meme cir- 
conférence, et que, lçprs extrémités coïncidant , le plus 
petit arc soit appljq«é sur le plus grand. 

Cela posé, soient AB, AC (Jig- 7$) 1 ÜS deux arcs, 
AOB, AOC les deux angles correspondants. Je dis que 
le rapport des angles sera égal à celui des arcs, ou que 
l’on aura 

AOB _ AB 
AOC — AC’ 

Il y a deux cas à distinguer, selon que les arcs AB, AC 
sont commensurablcs ou îhcommensurablcs entre eux. 

i°. Supposons les arcs AB, AC commensurablcs, et 
soit A a leur commune mesure. Supposons en outre , pour 
literies idées, que cette commune mesure soit contenue 
5 fois dans l’arc AB , et 8 fois dans l’arc AC , de telle, 
sorte que le rapport de ces arcs soit J. Divisons 1 arc ABC. 
en 8 parties égales; cl, par les points de divisibn n, 


.. * . ’ . ÿ 
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b , c,..., et le centre O, menons les drpitcs indéfinies On, 

O h, Oc,... Il résultera, de cette construction, des angles 
AO<? , aOb , . . . , tous égaux entre eux , comme répondant 
à des arcs égaux. Or, les angles AOB, AOC contiennent 
4 respectivement 5 fois et 8 fois l’angle AOn, qui peqfètre 
regardé comme leur commune mesure. Le rapport ■ de 
AOB à AOC est donc j. Donc , etc. 

2°. Supposons les airs , AB, AC ( Jig . 74) incommen- 
surables entre eux. Je dis que l’on aura encore 

AOB AB 

AOC — AC # 

Pour bien fixer le 6ens de cette proposition , il est cs-% 
scntiel de rappeler la définition du mot rapport, lorsqu'il 
s'agit de quantités incommensurables. 

Divisons l’arc AC en » parties égalgs; soit ' D le der- 
nier point de division, précédant le point B, et soit m le 
nombre des divisions contenues dans AB,. Divisons en- 
suite l’arc AC en ri parties égales ^ moindres que DB. 

Soit IT le point qui précède le point B ,*ct soit ni le nom- 
bre des divisions contenues dans AB. Continuons ainsi 1 

indéfiniment. 

Nous obtiendrons une série*. de points D, D', D", . . . 
qui s’approcheront indéfiniment du point B, sans jamais 
pouvoir coïncider avec B. Nous obtiendrons , d’autre 
part , deux séries de nombres n , ri, ri',..., m, ni, tri ’,..., 
lesquels augmenteront de plus en plus. Cela posé , puisque 
les différences BD, BD 1 , BD"*... diminuent indéfini- 
ment, de manière à pouvoir devenir moindres que toute 
quantité assignable , l’arc AB est la limite des arcs AD, 

a tv 1 t AD AD' AD" . . , 

AD, AD,... Les rapports — > — > —, rcspective- 

■ . , m m' m'' . 

ment exprimes par > ^77 , • • • , tendent donc vers 


PiiT,7nrih. >■ , f . — 1 
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une certaine limite incommensurable. Celte limite est ce 
qu’on appelle rapportée AB à AC. 

Revenons acluellementà lacomparaisondesanglesAOB , 
AOÇ; et, eiKconsiy^vant les constructions qui viennent 
d’être indiqué*, Apposons que l’on joigne les points 
D, D, I)", ....avec le centre O, par les droites indé- 
finies OD, OD', OD",... Les arcs AD et AC, AD' et 
AC,:, .“'étant commensurables , nous aurons 

AOD _ AD AOD' _ AD' AOD" AD" 

AC ‘ 


AOC AC' AOC * AC' AOC ~ AC 
D après la définition qui vient d’être rappelée , la li- 
mite des premiers membres de ces égalités est le rapport de 
AOBà AOCJj et la limite 4 ] es seconds» membres est celui 
de AB à AC. D’ailleurs, lorsque den^f séries de quantité!* 
variables ont tous leurs termes égaux , chacun à chacun , 
les limites de ces quantités .sont égales; donc 

. ,v- AOB AB 

: SçT 


AOC. 


* 


180. Nous venons de donner, avec tous les développe- 
ments nécessaires, le principe de la proportionnalité en- 
tre quantités incommensurables. Le raisonnement que 
nous avons employé subsistant Bans toutes les circon- 
stances aualogues, nous le supprimerons à l’avenir, nous 
contentant de considérer les proportions entre quantités 
commensurables. Mais le lecteur devra répéter , à chaque 
fois, la démonstration. 

• IL . . 

181. Par le théorème ci-dessus, là comparaison des 
angles se trouve, ainsi que nous l’avions annoncé, rem- 
placée par la comparaison des arcs décrits d’un même 
rayon , et des sommets de ces angles comme centres. Si , 
comme nous lavons fait jusqu’ici , mous prenons pour 
unité d angle I angle droit , et> si en même temps nous 
prenons pour unité d arc le quart de la circonférence, ou 


L . V 
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le quadrant, le même théorème conduira à la consé- 
quence suivante : ' ' i 

182. Corollaire. — Tout angle a pour mesure l'arc 
compris entre ses côtés , et décrit dejon sommet comme 
centre. 

_ ~ , . . t AOB *B 

Ln effet, si dans la proportion - — c— ,°ii suppose 

que AOC et AC soient l’unité d’angle et l’unité d’ai’c, le 

rapport , mesure de l’angle AOB , sera égal au nom- 
AUL 

à, % 9 

bre abstrait exprimant la mesure de Tare AB. L’énoncé 
précédent signifie seulement que ces deux mesures sont 
égales. a* 

183. Remarque sur la mesure des angles par les arcs 
correspondants. — Afm de pouvoir évaluer plus facile- 
ment les angles, on suppose les quadrans partagés en 
90 parties égales, appelées degrés. Chaque degré se divise 
en 60 minutes; chaque minute en 60 secondes, etc. Si, 
par le centre de la circonférence , on mène ensuite des 
droites à tous les points de division , l’angle droit sera 
partagé en 90 angles égaux entre eux; puis chacun de 
ceux-ci en 60 angles égaux entre eux , etc. D’après ce que 
nous avons démontré ci-dessus, la grandeur d’un angle 
dépend seulement du nombre de degrés, minutes, se- 
condes,... de l’arc correspondant. C’est pourquoi l’on 
dit : un angle dçjt 0 , un angle de ï, un angle de 1*, . . . , ■ 
en faisant porter, en quelque sorte , sur l’angle droit, le 
mode de division établi d’abord pour le quadrans. 

184. Il est bon de se rappeler les valeurs suivantes : 

i°. La circonférence est partagée en 36o° ; 

a°. L’angle droit = 90°; 

3°. L’angle d'un triangle équilatéral = 6o°; 

4°. Chacun des angles, aigus d’un triangle rectangle 
isoscèlo = 45° j' etc. 


cm\\ 
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TuÉOnÉME xvn. 

18S. L/nanglc dont le sommet est sur la circonférence 
a pour mesure la moitié de T ar<£ compris entre ses côtés. 

Cet énoncé signifie qu'un angle tel que BAC (Jig. *), 
est la moitié de l’angle au centre BOC, correspondant à 
l’arc BC compris entre les côtes du premier. 

Cela posé, plusieurs cas peuvent se présenter. 

D’abord, si lçs Côtés de l’angle sont des sécantes, le 
centre peut être situé sur un des côtég, ou entre ûux, ou 
extérieurement à ces côtés. 

i . Soit 1 angle BAD, dont l’un des côtés passe par le 
centre. Je dis que BAD est la moitié de BOD. 

En eflet , l’angle BOD est extérieur au triangle isoscèle 
BOa ; donc , etc. 

a° Soit 1 angle BAC. Je dis que cet angle est la moitié 
de BOC. 

Menons le diamètre AOD ; nous aurons 

BAD p y BOD, DAC = ^DOC, 

donc , etc. 

3°. On prouverait^ même. que l'angle BAE est la moi- 
tié de BOE. 

Considérons maintenant l’angle BAC {Jig. 7 6), formé 
par une tangente AC et par une sécante AB. 

Menons le diamètre AOD- L’angle BAC sera décom- 
posé en un angle aigu BAD et un angle droit DAC. Or, 
l’angle BAD a pour mesure jBD, et l’angle droit a pour 
mesure le quadrans, c’est-à-dire jDEA. Donc, etc. 

18B. i" Corollaire . — Tous les angles ACB, AC'B, 

AC B, . . . . {jig. 77 ) ; inscrits dans un même segment 
ACB, sont égaux. 

18/. Remarque . — A raison de celte propriété, le 
segment ACB est dit capable de l’angle ACB. % 
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188. 2 e Corollaire. ?7« angle inscrit est aigu, droit 
ou obtus , sçlon que l'arc compris entre ses côtés est su- 
périeur, égal ou inférieur à la demi-circonférence . - 

Théorème XVIII. 

189. Un angle BAC (fig- 78 ), dont le sommet est dans 
la circonférence , cf pour mesure la demi-somme des 
arcs BC , DE , compris entre ses côtés. 

Menons DC. L’angle BAC , extérieur au triangle CAD , 
est égal à la somifte des angles C et D. Or, l’angle C a 
pour mesure j DE, et l’angle D a pour mesure j BC. 
Donc la mesure de BAC sera 7 ( BC •+- DE). 

4 * X * 

Théorème XIX. , 

• f * , 

190. Un angle dont le sommet est hors la circonfé- 
rence, a pour mesure la demi-différence des arcs com- 
pris entre ses côtés . 

La démonstration est la même que celle du théorème 
précédent, excepté quand l’angle est formé par deux tan- 
gentes. Dans ce dernier^as , il est facile de voir que l’an- 
gle BAC (fg- 79 ) a pour mesure 7 (BDC — BEC). 

191. Corollaire. — Le lieu géométrique du somme ) 
d'un angle dont les côtés passent par deux points fixes 
A , B ( fig. 77 ) , est un arc de circonférence. 

Soit ACB une première position de l’angle. Par les 
trois points A, B, C faisons passer une circonférence 
(159). En vertu des trois théorème? précédents, un angle 
dont les côtés passent en A et B est égal à ACB , ou dif- 
férent de ACB, suivant que son sommet est ou n’est pas 
sur l’arc ACC’B. Donc, etc. 
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QUADRILATERE INSCRIT OU CIRCONSCRIT 
Théorème XX. 


u 


192. Dans tout quadrilatère inscrit, les angles oppo- 
sés sont supplémentaires . : 

Dans le quadrilatère inscrit ABCD (jig. 80 ) les angles 
A et C ont pour mesure, respectivement, $ arc BCD et 
| arc BAD. Leur somme a donc pour mesure la moitié de, 
la circonférence. 


193. Réciproque (à démontrer). — Un quadrilatère 
est inscriptiblc , lorsque ses angles opposés sont supplé- 
mentaires. , - - • 


191. Lemme. — i°. D'un point situé hors d’un cercle 
on peut toujours mener deux tangentes à la circon- 
férence ; 2 ° ces deux tangentes sont égales. 

i°. Joignons le point K (Jig. 8 i) au centre O; sur OA 
comme diamètre , décrivons une circonférence OBAC“; 
elle coupera la circonférence O en deux points B et C. 
Menons AB, AC, OB, OC. , 

L’angle OBA, inscrit dans un demi-cercle, est droit 
(188); donc AB, perpendiculaire au rayon OB, estime 
tangente (156). 

2 0 . Les deux triangles 1 rectangles ABO, ACO sont 
égaux comme ayant l’bypoténuse égale et un côté égal;, 
donc AB = AC. 




Théorème XXI. 

1 «O- . ’W* ■ 


195. Dans tout quadrilatère circonscrit, les côtés op- 
posés , pris deux à deux, forment des sommes égales. 

Soient E, G, H (Jig. 82 ) les points de contact. 
Bar le lemme qui précède, nous aurons 

AG = AU, DG = DF, BF. = BH, CE CF; 

** v . 


■* 
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AG + DG -h BE -I- CE = AH -+- BH DF -f- CF, 
.ou bien 

AD + BC = AB + CD. 

• 

■ 19t>. Réciproque (à démontrer). — Un quadrilatère 
est circonscriptible lorsque ses côtes opposés , pris deux 
à deux , forment des sommes égales. 

* . 

PROBLÈMES RELATIFS AUX DEUX PREMIERS LIVRES 

*• . ' * 

Prorlème I. 

Par un point donné C , mener une perpendiculaire à 
une droite donnée AB. 

Ce problème présente «pâtre cas principaux. 

I er Cas. — Le point étant situé sur la droite. 

Du point C comme ecnue(fig. 83), et d’un même rayon 
arbitraire, décrivons deux arcs, qui coupent en D, F. la 
droite AB. De ces deux points comme centres, et d’un 
même rayon plus grand que CD, décrivons, d’un même 
côté de AB, doux arcs qui se couperont en un point F 
(174). La droite CF sera la perpendiculaire demandée. 

En effet, chacun des points C, F est également di- 
stant des extrémités D, E de la droite finie DE. Donc 
CF est perpendiculaire au milieu de DE. 

a c Cas. — Le point étant situé sur la droite, et vers 
son extrémité. 

Décrivons une circonférence qui passe au point donné 
C(fig. 84) et qui coupe la droite AB en un second point E. 
Joignons ce point au centre D par le diamètre EDF ; me- 
nons enfin CF : cette droite sera perpendiculaire k AB. 

En efi'et. l’angle ECF, inscrit dans un demi-cercle, est 
droit. 
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3 P Cas. — Le point étant situé hors la droit. e. 

Du point C ( fig . 85) comme centre, et d’un rayon suf- * 
üsammcnt grand, traçons une circonférence qui coupe 
aux points D, E la droite donnée A fi 5 puis, de ces deux 
points comme centres, et d’un môme rayon plus grand 
que la moitié de DE, décrivons deux arcs qui se coupent 
en F. La droite CF sera la perpendiculaire demandée. 

En effet , les points C, F sont , chacun , également dis- 
tants des extrémités de DE; donc, etc. 

4 e Cas. — Le point étant situé hors la droite, et vers 
son extrémité. 

Traçons arbitrairement deux circonférences ayant 
leurs centres D, E {fig. 86) situés sur AB, et se coupant 
au point donné C. Ces lignés se couperont une seconde 
fois (170) en un point F ; et si nous menons CF, cette 
droite sera perpendiculaire à AB (73). 

9 ^ 0 

Problème II. 

Diviser en deux parties égalés une droite donnée AB 

{fig- 8 7> * * J 

Des extrémités A, B comme centres, avec un même 

rayon arbitraire, plus grand que la moitié de AB, décri- 
vons deux circonférences : elletf se couperont en deux 
points C, D (174), également éloignés, chacun, des extré- 
mités de AB. Donc la droite CD est perpendiculaire au 
milieu de AB. 

Remarque. — En répétant la môme construction, 011 
peut diviser une droite en 4, 8, 16,..,. parties égales. 

fa f >v mX iF ** , X • • 

Problème III. 

Par un point donné A , mener une parallèle'à une 
droite donnée BC.*' * • t , 

i r * Solution. — Du point A comme centre ( fig. 88), 

9 4 
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''fa 

avec un rayon suffisamment grand, traçons un arc DF tjui 

* coupe en D la droite BC. Du point D comme centre , avec 
le même rayon, traçons l’arc AE. Enfin, du même point D 
comme centre, avec une ouverture de compas égale à la 

' distance AE , décrivons un nouvel arc qui coupe en F le 
premier. La droite AF sera la parallèle demandée. 

En effet, si nous menons les droitesAE, FD, le quadri- 
latère AEDF, qui a scs côtés opposés égaux deux à deux , 
est un parallélogramme. 

oT Solution. Plaçons, sur le plan ABC ( fig . 89), une 
cquerre PQR , de manière que son hypoténuse QR coïn- 
cide avec la droite BC, et que son côté QP appuie contre 
une régie fixe M 1 Y; puis, faisons glisser l'équerre le long 
delà règle jusqu’à ce que QR vienne, en Q R , passer par 

* le point A. Les droites QR, QR' formant, avec la droite 
MN, des angles correspondants égaux, sont évidemment 
parallèles. 

PROBLÈME IV. 

- y ^ ’wt «. \ ■ 

Par un point donné A, mener une droite qui fasse, 
avec une droite donnée BC , un angle égal à un angle 
donné D. 

i cr Cas. — Le point étant situé sur la droite. 

Du point 1 ) comme centre {fig. 90), décrivons un arc 

■ qui coupe en E, F les côtés de l’angle donné. Du point A 
comme centre , avec le môme rayon , traçons un autre arc 
*F'E'. Enfin, du point P comme centre , avec une ouver- » 
ture de compas égale à la distance FE, décrivons un der- 
nier arc qui coupe FE' en un point E'. La droite AE' sa- 
tisfera à la question proposée. 

En effet, les deux triangles DEF, AE'F' sont égaux 
comme ayant les côtés égaux, chacun à chacun. 

2' Cas. — Le point étant situé hors la droite. - . 

Mcuons. par le point A {fig. 91), une parallèle AE à 

* r « * 
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BC ( problème II); puis, faisons EAF égal à l'angle donné 
D : la droite AF satisfera au problème. 

En effet, les angles altemes-internes EAF, AFB sont 
égaux. 

Remarques. — i°. Le problème que nous venons de 
résoudre admet deux solutions, excepté quand l’angle D 
est droit. 

a°. La construction indiquée dans le premier cas peut 
servir à construire un arc égal à un arc donné. 


Problème. V. 


Diviser en deux parties égales un angle donné BAC 

(f'g-9*)- i 

Décrivons, du poitnRP comme centre, un arc qui 
coupe en B , C les côtés de l'angle ; puis , de ces deux der- 
niers points comme centres , avec un môme rayou suffi- 
samment grand, traçons deux arcs qui se coupent en un 
point D : la droite AD sera la bissectrice demandée. 

En effet, si nous menons BD, CI), les deux triangles 
ABD, ACD seront évidemment égaux. 

Remarque. — La même construction permet de divi- 
ser un are en 2 , 4,8,... parties égales. t . 


Problème VI. 


i u . Par trois points donnés A, B, C (Jig. 93) faire 
passer une circonférence ,• 2 0 trouver le centre d’une cir- 
conférence donnée ou (Fun arc donné. Jf 

t°. Des points A et B comme centres, et d’un même 
rayon , décrivons deux arcs qui se coupent aux points 
D, E. Des points B et C comme centres, et d’un même 
rayon , décrivons deux arcs qui se coupent aux points F, 
G. Enfin , menons les droites DE, FG : leur point de ren- 
contre sera le centre O de la circonférence chèrchée (159). 
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■* ,3°. Si l’arc ABC est donné, on prend sur cet arc trois 

points A, B, C; et l’on achève comme précédemment. 

Remarque. — Cette même construction donne le cen- 
tre du cercle circonscrit à un triangle donné. 


Problème VII. 

* * 

4» t. 

Inscrire un cercle dans un triangle donné ABC {fig. 94)- 
Menons les bissectrices des angles A et B ( problème V). 
Ces droites se couperont en un point O, qui sera le cen- 
tre du cercle cherché (100). Si donc , de ce point comme 
centre , avec un rayon égal à la distance de ce même point 
à la droite AB, nous traçons une circonférence, elle tou- 
chera les trois côtés du triangle £158). 

Remarque. — Une construire analogue donne les 
centres des cercles ex-inscrits. 

Problème VIII. 


Construire un triangle , connaissant deux côtés a, b 
* (. fië' 9^) ct i’ an §? c compris O. 

Tirons la droite indéfinie Cx; formons au point C 
l’angle xC y égal à l'angle donné O ( problème IV) ; pre- 
nons CB == a , CA = b ; et menons AB. Le triangle de- 
mandé sera ABC. 

» Remarque. — Ce problème est toujours possible. 

• P 

t , Problème IX. 

« - 

Construire un triangle , connaissant un côté et deux 
angles. \ 

Si les deux angles doivent être, l’un et l’autre, adja- 
‘ cents au côté donné, la construction se fait immédiate- 
ment. Si l’un des deux angles donnés doit être opposé au 
, côté connu, le troisième angle, étant supplémentaire de 
la somme des deux premiers, s’obtiendra facilement; et 
le problème sera ramené au premier cas. 
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Remarque. — Le problème est possible toutes les fois 
que la somme des deux angles donnés est moindre que 
a droits. 

Problème X. 1 » 

Construire un triangle , connaissant ses trois côtés 
a, b, c ( fig . 96 ). 

Sur une droite indéfinie xy, prenons BC = a. Les 
points B et C comme centres, avec des rayons respecti- 
vement égaux à c et b, traçons deux circonférences. En- 
fin, joignons l’un des points où elles se coupent, avec les 
points B, C, par les droites AB, AC. Le triangle demandé 
sera ABC. 

Remarque. — Soit a le plus grand des trois côtés don- 
nés. Nous aurons évidemment 


- b. 


a > b — c, ou «^>c 

Ainsi, la distance des centres est plus grande que la dil— ^ 
fércnce des rayons. Le problème sera donc possible si 
«, b , c satisfont à la condition 

a <d b c. 


Problème XI. 

Construire un triangle , connaissant deux cotes a, b 
{f l S- 97) vt ^ angle O opposé au côté b. 

Construisons l’angle jcBj égal à O. Prenons BC =\a ; 
puis , du point C comme centre , avec b ponr rayon , 
traçons un arc qui coupe en A le côté \\y de B. Le trian- 
gle demandé sera ABC. 

Discussion. — Ce problème présente trois cas px-inci- 
paux , selon que l’angle O est aigu, droit ou obtus. 

i* r Cas. O < i d . Abaissons du point C la perpendi- 
culaire CD sur B y. 

i°. Si h est moindre que CD, la circonférence décrite 
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du point C comme centre, ne rencontre pas Vry (158), et 
le problème est impossible; 

a°. Si b — CD, la circonférence touche By, le pro- 
blème admet une solution, et le triangle ABC est rectan- 

1 A * 

glc en A ; 

3°. Si l’on a b > CD et < «, la circonférence coupe 
By en deux points situés d’un même côté du sommet B, 
et le problème admet deux solutions ; 

4°. Si b = a , la circonférence passe en B , le problème 
n’admet plus qu’une solution, et le triangle ABC est 
isoscèle ; 

5°. Enfin , si l’on a b la circonférence coupe B y 
en un point, et son prolongement By' en un point : le 
problème admet une seule solution. 
t 2 e Cas. O = i d . Le problème a une solution si l’on 

a b > a. Il est impossible pour b ~^a. 

3* Cas. O > i d . Le problème n’est possible que si l’on 
a b > a. Il n’admet qu’une solution. 

. . * . ‘ * 

Problème XII. 

* * 

Construire un quadrilatère convexe , connaissant ses 
quatre côtés cl T angh • compris par deux d’entre eux. 

Celte question se résout par les problèmes VIII et X. 


Problème XIII 


Construire un trapèze , connaissant ses quatre côtés. 

Soit ABCD ( fig . 98 ) le trapèze cherché , ayant pour 
bases parallèles a etc. Menons, par l’un des sommets C 
de la plus petite base, une parallèle CE au côté DA; 
nous aurons décomposé la figure en un parallélogramme 
AECI) et un triangle EBC. Dans ce triangle, BC est 
donné, CE = AD = </, et EB — AB — CD = a — c. 
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Par suite, pour construire le trapèze ABCD, nous 
formerons d’abord , avec b , d et a — c pour côtés , le 
triangle CEB, puis nous achèverons le parallélogramme 
AECD ( problème XII). 

Remarque. — En supposant a > c et b > d, il faut, 
pour que le problème soit possible, que l’on ail 

a — c b -f- d, et b a — c + rf, 
c’est-à-dire 

a — c b ->r d, , et a — c )> b — d. 

Problème XIV. 

Construire uncarré, connaissant son côté AB {fig. 99). 

Parmi les différentes solutions de ce problème , nous 
indiquerons la suivante , qu’il est aisé de démontrer. 

Des points A et B comme centres, avec AB pour * 
rayon , décrivez les arcs BCG , ACD , qui se coupent en 
C. De ce point C comme centre, avec le même rayon, 
décrivez l’arc BD, qui coupe ACD au point D. Menez AD, 
qui coupe BCG en E. Du point C comme centre , avec 
un rayon égal à la distance du point C au point E, tracez 
la circonférence EFG', menez FB, FG, GA. Le carré 
demandé sera ABFG. 

Problème XV. 

Construire un polygone égal à un polygone donné. 

Soit ABC ...(Jig. 100) le polygone donné. Menonsdans 
son plan, une droite quelconque xy, puis, parles diffé- 
rents sommets A, B, C, . . . , menons des droites A a, B b , 
Ce, . . . parallèles entre elles. 

Traçons actuellement une droite quelconque x'y'. Au 
point a de cette droite, faisons un angle A a y' égal à 
A ay. Prenons, à partir du point a', les distances a'b', 
a'c,... respectivement égales à ab , ac,... Par les points 
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//, c , . . menons des parallèles à a A‘. Enfin, prenons 
a A = a A, b' B' = 413, c'C' = eC, etc. Le polygone de- 
mandé sera A'B'C . . . 

Problème XVI. 

Construire , sur une droite donnée AB (fig- ioi), un 
segment capable d'un angle donné C. 

Supposons le problème résolu , et soit A MB le segment 
cherché. Si, au point B, nous menons la tangente BE, 
l’angle EBD, formé par cette tangente et par le prolonge- 
ment de AB , sera égal à l’angle donné C (185). D’ailleurs, 
BE est perpendiculaire au rayon OB; et le centre O se 
trouve sur la perpendiculaire élevée au milieu de AB. 
Donc, pour résoudre le problème proposé: 

Menez une droite BE qui fasse , avec le prolongement 
de AB, un angle égal à l’angle donné C. Au point B élevez 
BO, perpendiculaire à BE, et, sur le milieu de AB, élevez 
la perpendiculaire FO. Du point O, où ces perpendicu- 
laires se coupent, décrivez l’arc BMA qui déterminera, 
avec la corde AB , le segment AMBA , capable de l’angle 
donné. 

Problème XVII. 

Par un point donné , mener une tangente à une cir- 
conférence donnée. [V oyez n°* 156 et 194.) 

Problème XVTII. 

Trouver la plus grande commune mesure de deux 
droites données. 

La commune mesure de deux droites A, B, est une 
autre droite M, contenue un nombre de fois exact dans 
l une et dans l’autre, ou, ce qui revient au même, qui 
divise exactement A et B. La recherche de la plus grande 
commune mesure de deux droites équivaut donc à l’o- 
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pération du plus grand commun diviseur de deux nom- 
bres. 

D’après cela , pour résoudre le problème proposé : 
Portez la plus petite droite B sur la plus grande A, au- 
tant de fois qu’elle peut y être contenue; portez le reste 
C sur B autant de fois qu’il peut y être contenu; puis le 
second reste D sur le premier reste C , etc. Si les droites 
données sont commensurables , vous arriverez à un der- 
nier reste M qui divisera exactement le reste précédent, 
et qui sera la commune mesure demandée. 

Supposons , pour fixer les idées , que l’on ait trouvé 

A — 3 H + C , B — 2 C -f- D , 

C — 'J D -f- E, O — 3E. 

Ces équations donneront 

C = aiE -t- E = 22 E, B = 44 e -H 3E = 47 e > 

A = i4 1 E -+- 22 E = i63E. 

Ainsi , la commune mesure E est contenue i63 fois dans 
A et 45 fois dans E ; donc 

A i63 

B ~ 45" 

Si les droites données sont incommensurables, l’opéra- 
tion précédente n’aura pas de fin , et l’on ne pourra pas 
déterminer rigoureusement le rapport des deux droites. 
Mais, eu négligeant le dernier reste obtenu, on obtien-» 
dra, au lieu de ce rapport, une valeur qui en approchera 
d’autant plus, que le reste négligé sera plus petit, (f^opez 
les Traités d’ Arithmétique et d’Algèbre.) 

Remarque. — La règle ci-dessus, exacte en théorie, 
est à peu près illusoire dans la pratique, parce que , 
les pointes du compas ne peuvent se rapprocher indéfi- 
niment. On évite cet inconvénient en doublant ou tri-» 
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plant, à chaque fois, les deux restes consécutifs que l’on 
veut comparer. 

Problème XIX. 

Trouver la plus grande commune mesure de deux 
angles donnés. 

Des sommets de ces angles, comme centres, décrivons 
avec un même rayon , des arcs compris entre leurs côtés. 
En opérant comme dans le problème précédent, nous 
pourrons trouver la commune mesure M de ces arcs. Et 
si nous prenons l’angle correspondant à M, cet angle 
sera la commune mesure cherchée. 
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SIMILITUDE ET MESURE DE$ POLYGONES. 


PRÉLIMINAIRES. 

197. Si quatre droites A , B, A', B' sont telles, que le 
rapport des deux premières égale le rapport des deux der- 
nières, on aura la proportion 

A _ A'. 

B ~ B' ’ 

et les quatre droites serontdites proportionnelles. 

La théorie des lignes proportionnelles, d’un usage 
continuel en Géométrie , repose tout entière sur les pro- 
positions suivantes. 

Théorème I. 

198. Les segments de deux droites quelconques , dé- 
terminés par trois parallèles , sont proportionnels. 

i°. St les deux droites sont parallèles, la proposition 
est évidente. 

,2°. Si les deux droites concourent en un même point , 
et que les deux segments de la première soient égaux en- 
tre eux, les deux segments de l’autre droite seront aussi 
égaux entre eux (133); la proposition est donc dé- 
montrée. 

3°. Soient deux droites quelconques AB, CD (fig. toa), 
trois parallèles AC , EF , BD. 

Supposons que le point E partage AB en deux parties 


s 
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commensurablos entre elles, et qui soient, par exemple, 
dans le rapport de 3 à 5. 

Portons la commune mesure A a , à partir du point A , 
sur AB; elle sera contenue 3 fois dans AE, et 5 fois 
dans EB. 

Parles points de division a, c,... menons des parallèles 
aux transversales données. La droite CD se trouvera par- 
tagée en 8 parties égales, et CF contiendra 3 de ces parties. 

En effet, si l’on considère trois parallèles consécutives 
gh , kl , mn, on retombe sur le second cas. Par suite, 

AE _ CF 
EB ED’ 


4°. Enfin , supposons les segments AE , EB ( fig . io3) , 
incommensurables entre eux. 

Divisons AE en un certain nombre départies égales; 
portons ces divisions sur EB, à partir deE ; et soit I l’ex- 
trémité de la dernière. 

En menant IK parallèle à AC , nous aurons 

AE CF 

El ~ F K." 


Divisons AEen parties égales, moindres que IB; nous 
obtiendrons un dernier point de division I', situé entre 
I et B ; d’où 


AE _ CF 
ÉF ~ FK' ’ 


etc. 


Il est évident qu’en suivant la marche indiquée au 

n° 179, nous conclurons 

1 

AE,_ CF 
EB — FI>’ 


199. Réciproque. — Toute droite qui partage pro- 
portionnellement les deux côtés non parallèles d'un 
trapèze est parallèle aux deux bases. 
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200. I" ( Corollaire. — Toute parallèle à l’un tics 
côtés d'un triangle . partage proportionnellement les 
deux autres côtés,- — et réciproquement. 

201 . i* Corollaire . — Les segments de deux droites 
quelconques , déterminés par tant de parallèles que. l'on 
voudra, sont proportionnels. 

SIMILITUDE DES POLYGONES. 

202. On se forme à peu près l’idée de la similitude en 
disant: deux figures sont semblables, lorsque l'une est 
en grand ce que l’autre est en petit. Mais, "sous le point 
de vue géométrique, cette explication est trop vague. 
Nous arriverons à une déGnition nette et concise, en ob- 
servant d’abord qu’étant donné un triangle , on peut tou- 
jours en construire un autre dont les côtés soient dans 
un môme rapport quelconque avec les côtés du pre- 
mier. 

En effet, soient a, b, c les côtés d’un triangle , et soit 
m un nombre quelconque. Supposons a > b > c , nous 
aurons ma > ni b > me. D’ailleurs, on a nécessaire- 
ment a < b + c ; d’où ma < mb me. Si donc on 
cherche à former un triangle avec ma, mb, me pour côtés, 
ce triangle sera possible, attendu que le plus grand des 
côtés donnés est moindre que la somme des deux autres. 

203. Deux triangles sont dits semblables, lorsque les 
côtés du premier sont proportionnels aux côtés du second. 

Deux polygones sont dits semblables, lorsqu’ils sont 
composés d'un même nombre de triangles semblables 
chacun à chacun , et semblablement disposés. 

204. Ces deux déGnitions entraînent les conséquences 
suivantes : 

i°. Deux triangles semblables à un troisième , sont 
semblables entre, eux ; 

* ‘ t 
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2 °. Deux polygones semblables à un troisième , sont 
semblables entre eux. 

205. Quelquefois on distingue une similitude directe 
et une similitude inverse. 

Deux polygones sont directement ou inversement sem- 
blables, selon qu’ayant fait , dans un certain sens, le tour 
du premier polygone, on est obligé, pour trouver dans 
le second les côtés correspondants aux côtés du premier, 
de faire le tour de ce second polygone , dans le même sens, 
. ou en sens contraire. 

Ainsi, P et P' ( fig . io4) sont directement semblables, 
tandis que P et F' sont inversement semblables. 

Dans ces Éléments , nous nous occuperons seulement 
de la similitude directe. 


TnÉonÈME II. 

\ 

206. Toute parallèle FC' {fig. io5) à l'un des côtés 
d'un triangle ABC, détermine un triangle A'B'C' sem- 
blable au premier. 

Nous avons (200) 

AB' _ AC' AB' AC' 

BB' CC' ’ °“ AB — ÂC"’ 


Menons C'D parallèle à AB , nous aurons de même 


AC' _ BD 
AC ~ BC 


Mais la figure BB'C'D est un parallélogramme -, donc 


BD 


B'C' ; donc 


AB' _ AC' 
AB ~ AC 


B'C' 

BC 


TnÉORÈME m. 

207. Deux triangles semblables sont équianglcs 
entre eux. r 

i 
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Supposons 

AB _ BC 
A'B' ~ B’C 7 _ \'C 

je dis que 

^ V-* J A == A', B = B', 

» v 


’ 9' * 

: . •- 

oC>); 

-JT* 

C'. 



>Æ 


m 


• = A'B', AC" = AC. et menons l!C . 
de l'hypothèse, nous aurons 


w* 

, f - , 

w. 

. 


Prenons AB' = 

En vertu de. l’hypothèse 

r o ■* *. ■’ ■ 

AB AC 

ÂB" ÂC" 








donc la droite B"C"est parallèle à BC (Î200) ; d’où 


AB 

AB" 


AC 

AC" 


B C 
B"C" 


_ ... . , ^ »T V ’ '■'■'i. 

| En comparant les deux suites de rapports égaux, on V. *yi 

( oui lut li"C" = BC. Ainsi les deux triangles ABC , 

A'B'C' sont égaux comme ayant les trois eûtes égaux, 
chacun à chacun. D’ailleurs AB"C* et ABC sont équiau- 
glcs entre eux ; donc , etc. 

Théorème IV. 


■ » K* 

blablcs 




i B .BRI 

208. Deux triangles èquiangles entre eux sont sent - .fj 

~-*blcs. 

.•*. Supposons A *== A . B = B', C = C'. Je dis que . : 

1 on a :Æm 

AB _ B C _ AC 
» A'B' ~ B'C' “ A'C' 

Prenons AB" == A IV. AC" = A'C , et menons I! C S 

lit J*î 

Lesdeux triangles AIVC", A B C' sont égaux, comme ayant 
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209. i rr Çorollaire. — Deux trianglès rectangles sont 


\ v-V , 

gr -lf vJ g .... t - w|BP 

K; A ' ! semblables lorsqu’ils ont un angle aigii égal 

. *v . s* ïSl rsqi- i 

* • v ' jJÉI 
W/t A '' .f.i 


210. a c Corollaire. — Deux triangles isoscèles sont 

semblables lorsque leurs angles à la base. , ou lorsque 

lAV r I . * ' 




il-- ■ v»V , 

.OAS-J W - - "1* 

air. ' 


leurs angles au sommet opposé , sont égaux. 


211. Remarque. — Dans deux triangles semblables, 
■BÇV£,y> y;* les côtés opposés aux angles égaux sont proportionnels,. 
R$/ r tS, V l et sont dits : homologues. è * 

wï&... . v ' ;T 


. ' «r , 

Û, •< 




bi_ 
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212. Deux triangles sont semblables lorsqu'ils ont un 
angle égal compris entre côtés proportionnels. 

Soit A = A' (jpg. 106 ), et soit C 


f V 


g» 


te,;-- 


m*. 
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Si l’on répète la construction précédente, les triangles 
AB"C et A'B'C seront égaux, comme ayant un angle 
égal compris entre deux côtés égaux. Mais, en vertu de 


‘ £ 




n l’hypothèse, donc la droite B"C" est paral- 

lèle à lîC ; donc le triangle AB"C, égal à A'B'C, est 
semblable à ABC j etc. 

HS'îrs.C-; aP .. ■ ! 


» 




Théorème -VI. 


•\JF5* 


■ • . ‘ 213. Deux triangles sont semblables lorsqu'ils ont les 


■ï'jfj 


côtés parallèles , chacun à chacun, ou lorsqu'ils les ont 
perpendiculaires . > 

Kyvw-v Nommons A, B, C les angles du premier triangle, et 
* A', B', C' les angles correspondants dans le second ; je dis 

que A' = A, B' = B, C = C. 

Nous savons déjà (94 et 95) que ces angles doivent être 


kï 


A-' 


f.y*^ •; égaux ou supplémentaires: examinons donc les hvpo- 

t , .?'*■- thèses suivantes : 

; i V. WTT’ - 
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. i«. A' = a' — A, B' = 2 rf — B, C’ = 7 ? — C; 

mais alors 

A + A' + B + B' + C + C = 6<; 
ce qui est absurde. 

a”. A' = 7 * — A, B' = a* — B, C' = C. 

Cette hypothèse donne 

A + A' + B + B' = A'; 

* 4 ’ K 

et comme A -+- B = A' 4- B il vient 
A* B = 2 J } 

ce qui est absurde. 

3°. B' = B, C' = C ; alors A' = A; 

donc les deux triangles sont équiangles et semblables. 

21 i. Remarque. — Les côtés homologues sont les cô- 
tés parallèles ou perpendiculaires: car ils sont opposés 
aux angles égaux. 

Tüéorème VII. 

2i5. Deux polygones semblables ont les angles égaux 
et les côtés proportionnels , chacun à chacun. 

Admettons, pour plus de simplicité, que les deux po- 
lygones aient été décomposés en triangles au moyen de 
diagonales. 

i". Chacun des triangles de P (fig. 107) répondant à 
un triangle semblable dans P' (203), il est clair que, dans 
ces deux polygones, deux angles correspondants quelcon- 
ques seront égaux , comme étant composés d’angles égaux. 

2 . La similitude des triangles donne cette suite de 
Catalan. — Géométrie. 5* 
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rapports égaux : 

AB _ BG 

A' B' “ B'C' 

donc 

AB 
A' B' 


AC 

A'C' 


CD 

C'D' 


BC _ CD 
B'C' “ C'D' 


AD 

A'D' 


216. Dans deux polygones semblables, les côtés pro- 
portionnels sont appelés homologues, parce que ces cô- 
tés sont homologues dans les triangles correspondants. 
Les côtés homologues sont adjacents aux*angles respecti- 
vement égaux. 

217. On appelle points homologues, deux points si- 
tués de la même manière dans les deux polygones. Au- 
trement dit, deux points sont homologues, lorsque étant 
joints aux extrémités de deux côtés homologues, ils dé- 
terminent deux triangles semblables et semblablement 
disposés. 

218. Les droites homologues sont celles dont les ex- 
trémités sont homologues, chacune à chacune. 

219. Le rapport de deux côtés homologues est appelé 
rapport de similitude des deux polygones. 


Théorème VIII. 

220. Deux polygones de n côtés sont semblables, . 
lorsqu’ils ont (n — i) côtés proportionnels, et que les 
(n — a) angles compris entre ces côtés sont égaux , cha- 
cun à chacun. 

Considérons, pour fixer les idées, deux hexagones 
( Jig . 107 ). Soient 

FA AB _ BC CD DE 

F 7 !' ~ Â/ÏÏ ~ B'C' ~ C'D' ~~ D' K' ’ 

* 
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% 

el 

A = A', B = B', £ = C\ D = D . 

Menons les diagonales AC, AI), AK, A'C', A I)', A'E'. 

Les deux triangles ARC , A' B'C' sont semblables, comme 
ayant un angle égal compris entre côtés proportionnels: 
donc 

AB BC AC _ CD 

ÎCB 7 iFc 7 A'C' C' D' ’ 

et 

ACB = A'C' B'. 

Ainsi , les deux triangles ACD, A'C'D' ont les côtés AC, 
CD proportionnels à A'C', C'D'. De plus, DCA = D C A’; 
donc ces deux triangles sont semblables. 

En continuant de môme, nous prouverions que les 
deux polygones sont composés d’un môme nombre de 
triangles , semblables chacun à chacun , et semblable- 
ment disposés; donc, etc. 

221. Remarque. — Nous avons vu (I i3) que l’égalité 
de deux polygones de n côtés exige (an — 3) conditions. 
Nous voyons à présent que leur similitude exige seule- 
ment (an — 4) conditions: car (n — 1) rapports égaux 
fournissent (n — 2) égalités distinctes. Donc, (an — 4) 
éléments, convenablement choisis, suffisent pour déter- 
miner un polygone semblable à un polygone donné : en 
effet, le rapport de similitude reste arbitraire. 

Si ce rapport égale 1 , les deux polygones semblables 
deviennent égaux. 

^ • Théorème IX. 

222. Dans deux polygones semblables , tes droites 
homologues sont proportionnelles aux côtés homologues. 

Supposons que les deux triangles AMR, CtiD(Jïg. 108) 
soient semblables, respectivement, aux deux triangles 
A' M'R', C’N'D'. Les points M, M'sônt homologues (217); 
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les points N , N' le sont pareillement ; et MN , M'N' sont 
deux droites homologues (218). 

Menons les diagonales AC, AD, A'C, A D; elles dé- 
composeront les deux polygones donnés eu triangles sem- 
blables , chacun à chacun. 

Cela étant, nous pouvons regarder les deux ligures 
AMBCNDE, A'M'B'CN'D’E', comme formées d'un 
même nombre de triangles semblables chacun à cha- 
cun et semblablement disposés. Sous ce point de vue, les 
deux droites MN, M'N' deviennent des côtés ou des dia- 
gonales homologues; donc elles sont dans le rapport de 
similitude. 

223. On appelle périmètre d’un polygone, soit une 
droite égale à la somme des côtés, soit une longueur 
(23) égale à la somme des longueurs de ces mômes côtés. 

Théorème X. 

224. Les périmètres de deux polygones semblables 
sont entre eux dans le rapport de similitude. 

En efl’et (Jig . 107 ) 


AC 
A' B' 


BC 

BT? 


CD 

C'D' 


donc 


AB -J- BC ■+* CD -f- . . . 
A' B' 4- B'C' -4- C'D' -4-tT 


AB 

A'B' 


APPLICATIONS DE LA SIMILITUDE DES POLYGONES. 

• 9 

Théorème XI. 

225. Dans un triangle quelconque , i° la bissectrice 
de chaqiu; angle divise le côté opposé en deux segments 
additifs proportionnels aux côtés adjacents ; a° la bis- 
sectrice de chaque angle extérieur divise le côté opposé 
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e/i fieux segments soustractifs proportionnels aux côtés 
adjacents. 

i°. Soit, dans le triangle ABC ( fig. 109), la bissectrice 
AD de l’angle A. Je dis que 

BD __ AB 
CD “ ÂC' 

Menons , par le sommet C , une parallèle CE à la bis- 
sectrice, et soit E le point où cette parallèle rencontre 
BA prolongée. Nous aurons 

BD AB 

'ij. ’ ■ CD ~ ÂË'f*«iA . y* . 

Les angles RAD, BEC sont égaux comme correspondants, 

et les angles DAC , ACE sont égaux comme alternes-in- 
ternes. Donc, à cause de B AD = DAC, les angles BEC , 
ACE sont égaux ; par suite , AC = AE : donc , etc. 

a 0 . La même construction donne, AD ( Jig . 1 10) étant 
la bissectrice , * 

BD AB 

CD ~ AE 

Un prouve, comme dans le premier cas, que AEC est 
isoscèle; donc 

K BD _ AB 

CD — AC' 

5 J 2 B. Remarques. — 1°. Si, dans un triangle, on mène, 
la bissectrice AD (Jig. ni) et la perpendiculaire AD' à 
cette bissectrice, on aura 

BD _ BD' 

CD ~ CD'’ 

Ainsi , la droite BC est partagée aux points D et D' de 
telle sorte, que les segments additifs sont proportionnels 
aux segments soustractifs. Lorsqu’une droite est ainsi 
partagée, on dit qu’elle est divisée harmoniquement. 
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^2 . GEOMETRIE. 

La division harmonique jouit, d’uu grand nombre de 
belles propriétés que nous ne pouvons indiquer ici. 

a°. Si l’on construit un autre triangle BA C , dans le- 
quel les côtés BA', AC soient proportionnels à BA, AC, 
les bissectrices relatives au point A' passeront, comme on 
le vérifie aisément, par les points D et D'. Or, les angles ' 
DAD', DA'D sont droits ; donc (188, 191) tous les points 
A, A',... seront situés sur UDe circonférence ayant 
DD' pour diamètre. Ce résultat peut s’énoncer comme il 
sui t . 

Théorème XH. 
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, 227. Le lieu géométrique des points dont les distances 

aux extrémités d'une droite donnée sont dans un rap- 
port constant j est une circonférence ayant son centre 
sur la droite donnée. 

Si le rapport donné est presque égal A l’unité, la cir- 
conférence est très-grande; et si ce rapport est rigoureu- 
sement égal à l'unité la circonférence est remplacée par 
la perpendiculaire élevée sur le milieu de la droite (73). 

Théorème XIII. 


. A. 


\yt ? 


fm- 


R-' . 

& > 


228. Les droites qui joignent les sommets d’un triangle 
aux milieux des côtés opposés 3 se coupent en un même 
point. 

Soient AA' et BB' {fi g. 1 12 ) deux de ecs droites, et 
soit O leur point de rencontre. 

La droite A' B', qui partage proportionnellement AC et 
BC, est parallèle à AB (200); donc les deux triangles 
AOB. A OB' sont semblables ; et l’on a 


9 - 




OA' A' B' A'C 1 


OA 


AB BC 


.•>' . Vf 

Bé • .) Ç»' Ainsi la droite BB' pat tage.AA dans le l'apport de 1 à a. 
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La droite CC jouirait de la môme propriété; doue les 
trois droites se coupent en O. 

Remarques. — i°. A cause de OA' = --OA, on con- 
clut OA' =î jOA. Le point O, où se coupent les trois 
droites, est donc situé au tiers de chacuue d’elles , à par- 

• tir de la base correspondante. 

* a°- La droite qui joint le sommet du triangle au milieu 
du côté opposé , est appelée quelquefois médiane. 

! ♦ 3". Soient ABC (Jig. n3)un triangle quelconque , et 

XA une droite située dans son plan. 

Menons , par les sommets et par le point O, des per- 
j jM' pendiculaire* AE , BF, CG , OI. Je dis que 

OI = |(AE 4- BF 4- CG). 

• En effet, en menant B'K. parallèle à XY, nous aurons 
OIrrB'F' 4- -j(BF — B'F') = -^BF4- jB'F'. 

Mais 

B' F' = •) (AE 4- Cil); 

donc, etc. 

4°- A cause de cette dernière propriété, le point de 
rencontre des médianes est appelé centre des moyennes 
distances du triangle ABC. 

Théorème XTV. 

2^20. St, du sommet A ( Jig. 1 i4) de l'angle droit d'un 
triangle rectangle, on abaisse une perytendiculaire AD 
sur r hypoténuse BC, 

1 • ^ deux triangles partiels sont semblables entre, 
eux et. au triangle total; 

a . Chaque côté de l'angle droit est moyen propor- 
tionnel entre l hypoténuse et la projection de ce côte 
sur l'hypoténuse ; 

»■ ,ç- perpendiculaire est moyenne proportionnelle 

titre les. projections des deux côtés de l'angle droit. 
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i°. Les angles ABC, CAD sont égaux, comme ayant 
pour complément l’angle BAD ; donc les trois triangles 
rectangles ADB, CDA, CAB ont un angle aigu égal; 
donc ils sont semblables (209). 

a 0 . En comparant les triangles ADB, CAB, nous aurons 
. BD __ AB 

AB ~ BC £ ^ 

Ainsi, AB est moyen proportionnel entre BD et BC. 

De môme , AC est moyen proportionnel entre BC et CD. 

3°. Les deux triangles ADB, CDA donnent 

BD AD • 

âd~cd’ • ^ 

Donc AD est moyen proportionnel entre BD et CD. 

230. Scolie. — Si l’on suppose que lesdroites AB, BC, *. 
aient été mesurées à l’aide d’une certaine unité, on pourra 
les représenter par des nombres abstraits, et l’on aura, 
dans cette hypothèse, 


AB = v'BC.BD, AC = v/BC.CD , AD = y/BD CD- 

231. Corollaire. — Si d'un point d’une circonférence 
on mène la perpendiculaire au diamètre , et des cordes 
aux extrémités de ce diamètre , 

i°. Chaque corde est moyenne proportionnelle cnti'c 
sa projection et le diamètre ; 

2 °. La perpendiculaire est moyenne proportionnelle 
entre les projections des deux cordes. 


Théorème XV. 


4 \ 


232. 1°. Les segments de deux cordes qui se coiqtcnt 
dans le cercle sont inversement proportionnels ; 

2 °. Les sécantes qui se coupent hors du cercle sont 
inversement proportionnelles à leurs parties extérieures 
3°. Une tangente est moyenne proportionnelle entre 
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la sécante issue du même point et la partie extérieure 
de celle-ci. 

i°. Soient AH el CD (Jig- n5)les deux cordes, se 
coupant en E. Je dis que l’on aura 


gv, 

1 » 

r . , 

y 


AJE 

CE 


DE. 

be’ 


c’est-à-dire que , les deux segments d’une corde formant 
les extrêmes de la proportion , les deux segments de l’au- 
tre corde seront les moyens. C’est là ce que signifie l’ex- 
pression inversement proportionnels. 

Menons AD et HC : dans les triangles ADE, BCE, les 
angles eu E sont égaux comme opposés par le sommi't , et 
les angles D et B sont égaux parce qu’ils sont inscrits dans 
le même segment (186). La comparaison des côtés homo- 
logues donne la proportion ci-dessus. 

a°. Menons AD et HC (Jig. 116 ) : les deux triangles 
ADE, CRE ont l’angle E commun, et les angles B, D 
égaux ; donc 

AE DE 

CE ~ BE' 

3°. Soient la tangente AD (Jig. 117 ) et la sécante BCD ; 
je dis que 

BD AD 

AD — CD - 5 ' \ 

Menons AH et AC : dans les triangles HAD, ACD, 
l'angle D est commun, et les angles AHD, CAD sont 
égaux comme ayant la même mesure (IBS); donc , etc. 

233. Scolie. — Dans ce dernier cas, si l’on suppose 
AD , HD et CD exprimés par des nombres abstraits, on a 
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AD = VBÜ.CD. 


334. Remarque. — Considérons , comme cas parti ru- 
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lier, celui dans lequel, la tangente AI) (fig. 118) étant 
égale au dianfetre, la sécante HD passe par le centre O. 

Nous avons trouvé ci-dessus 

BD _ AD 
AD r CD’ 

donc 

BD BÇ * /"■ 

BC ~~ CD 

Ainsi , la sécante ■ BD est partagée au poiut C, de ma- 
nière que le segment BC est moyen proportionnel entre 
la droite entière et le second segment CD. On dit alors . * . 
que BD est divisée en. moyenne et extrême raison. 

Si l’on fait DE = DC, la droite AD sera partagée aussi 
eu moyenne et extrême raison au point E. En effet , la 
proportion précédente donne ® 

BC _ CD AD _ DK 

BD — BC — BC — CD’ ° U DE AK 

MESURE DES POLYGONES. 

235 . On appelle figures équivalentes , celles qui sont 
composées d’un même nombre de parties , égales chacune „ • 
à chacune. 

Ainsi, soient les deux pentagones égaux ABCDE,' 

Â' B'C tfE' (fig. 119), et les deux triangles égaux BCE , 

1 HG: le quadrilatère AFDEetlc polygone A'IHGB'C'D'E' 
seront équivalents. 

23 B. Si les parties égales qui composent les deux li- 
gures équivalentes sont disposées de la même manière , 
ces ligures deviennent égales. 

237 . O11 peut regarder comme évidents les principes 
suivants, quidécoident immédiatement de la définition : , ' . 

t°. Les sommes ou les différences de figures équi\#~ 
lenles sont équivalentes ; 
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2 . Los multiples on les sous-multiples de figures équi- 
valentes sont équivalents. 


-•M. La hauteur d'un triangle est la perpendiculaire 
abaissée d un sommet sur le côté opposé, lequel prend le 
nom de base. 

■^39. La hauteur à un parallélogramme, d’un rectangle 
, ou ^ 11,1 tra peze est la perpendiculaire à deux côtés pa- 

rallèles, lesquels se nomment bases. 

2i(). Deux re.ctangles rie même base et de même hau- 
teur sont égaux : car ils ont les côtés égaux et les angles 
égaux, chacun à chacun. 

Th^orkmk XVI. 

2 il. Deux rectangles de même base sont entre eux 
comme leurs hauteurs. 

Plaçons le plus petit rectangle ABC^D* (fig- iao) sur 
le plus grand , de manière que AH soit la base commune. 
Je dis que l’on aura 

j\BCD RD 
ABC' D' BD'' 

t”. Supposons les hauteurs HD', HD' coinmcnsurablcs, 
et , par exemple, dans le rapport de 8 à 3. 

Si nous divisons HD en 8 parties égales , 13D' en con- 
tiendra 3 ; et si , par les points de division, nous menons 
des parallèles à AH, le rectangle A HCD sera partagé en 
8 rectangles qui seront égaux, comme ayant même base 
et même hauteur. AHC'D' contient 3 de ces rectangles; 

- donc, etc. 

a°. Si les hauteurs BD Z HD' sont incommensurables, 
la proposition est également vraie (179). 

242. Corollaire . — Deux rectangles de même hau- 
eur sont entre car comme leurs bases. 
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Thf.ork.mf. XVII. 

243. Le rapport tic deux rectangles est égal au rap- 
port des bases, multiplié par le rapport des hauteurs. 

Soient fi, R deux rectangles, ayant pour bases, res- 
pectivement , R , R', et pour hauteurs, Il , H'. Je dis que 

R B H 

IV ~ B' ' H' * 

Prenons un rectangle auxiliaire R", dont la base soit R 
et la hauteur II'. I.e théorème précédent donnera 

R H R'' B 
R “ H 7 ’ 

Le produit des rapports de R à R" et de R'^âR' doit 
donner le rapport de R à R'; donc , etc. 

214. Remarques. — i°. Soient deux rectangles ARCD, 
A'R'C'D (Jig. iai) tels, que leurs bases soient dans le rap- 
port de 4 à 3, et leurs hauteurs dans celui de 4 à 5. Le 
théorème précédent exprime que le rapport des deux rec- 
tangles sera i X I = j-f , on qu’un même rectangle pourra 
être contenu 16 fois dans ABCO et i5 fois dans A'R'C 1)'. 
C’est ce qui est rendu évident par la figure. 

a". Supposons qu’à l’aide d’une certaine unité, on ail 
mesuré B . B', Il , II' ; alors ces lignes pourront être rem- 
placées par leurs longueurs, c’est-à-dire par des nombres 
abstraits (23). Représentons ces nombres par b , b\ A, li : 
le théorème ci-dessus deviendra 

R b/i 

R 7 — bïi 

Ce résultat s’énonce ainsi : Deux rectangles sont eutic 
eux comme les produits de leurs bases par leurs hauteur \ 

3°. On doit bien observer que b x h est le produit de 
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(leux nombres abstraits, et non le produit de 1 
►ce <{ui nanrait aucun sens. 

245. Supposons que Ton prenne R' pour unité de sur- JJ ■* I 

/•f face ^ alors le nombre abstrait — sera ce qu’on appelle aire 

. R •* g 

| . du rectangle R. En représentant cette quantité par a. 



deux lignes, * 

• Æ 


* nous aurons 

' 


fit: 


bh 

w 


On voit que Y aire est, pour les rectangles, ce que la 
longueur est pour les droites : un nombre abstrait repré- 
sentant la mesure. 

246. L’expression précédente se simplifiera si, au lieu 
de prendre arbitrairement le rectangle R', nous choisis- 
sons pour unité de surface le carré qui a pour côté l’unité 
de longueur. En effet , nous aurons 



b’ = h' — 1 ,• et a 


bh. 


Ce nouveau résultat s’énonce ainsi : 

L'aire d'un rectangle . est égale à sa base multipliée 
par sa haiÿeur, ou un rectangle a pour mesure le pro- 
duit de sa base par sa hauteur. 

247. Dorénavant, nous prendrons pour unité de sur- 

face celle qui vient d’être définie. En outre, nous suppo- 
serons toujours (pie les dimensions des figures sont rap- 
portées* à l’unité de longueur, et représentées par des 
nombres abstraits \ ce qui permettra de simplifier les 
énoncés et de faire entrer les lignes dans le calcul, abso- •jyfl 

lumem comme des nombres. üjl * / ' *9 

248. Corollaire. — L'aire d'un carré est égale à la se- , 9 

• onde puissance de son côté. 

En effet, si dans la formulé a — bh. on supjwso h =â b. "jf-' V*' 



■ I 


VS 





'Ai i 

“Mm 




WJ 

r * « .» . 


jT • 4'04» ~ • .■ 

mm 

fcw: a •;-;> 

B& /.v - 
k' - . -y*«. 

K '- • * '- 
lfc*ï£'t*v'ï 

fe’yfc"' 
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kÿ '* • « *a ^ 
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il vient a = b'. Si, par exemple, le côté d un carré <**('<&* • 9 
représenté par 5 , l’aire de ce carré sera a5. ' 

C'est à raison de cette circonstance que l’on donne , 
en arithmétique, le nom de carrés aux secondes puis- 
sances des nombres. 7> l . ( " .1 

Théorème wni. ^ 

249. Deux parallélogrammes de même base et de .. . * . 
même hauteur sont, équivalents. 

Supposons que les parallélogrammes aient même base 2. ' 

inférieure AH (fig. 122 ) ; leurs bases supérieures Cl), 

C D 1 seront en ligne droite. ÿjjï* 

Le premier parallélogramme AHCD se compose du tra- 
pèze ABCD', diminué du triangle DBD'. De même, 

ABCD se compose de ABCD', diminué de CAC'. Or, les 
deux triangles CAC' et DBD' sont égaux, à cause de 
A = B (94) , AC = BD , AC' = BD' (124). Donc, d’a- 
près la déiinition (235) , les parallélogrammes sont équi- 
valents. -m 

. • ✓ f *-•;«, . ~ , * *■ 

250. i” r Corollaire. — Tout parallélogramme est . ~ f 

équivalent au rectangle de même base et de même hau- 
teur. 1 * 

™ .Jr a • . '* i „ 

251 . 2 Corollaire. — Un parallélogramme a pour 
mesure le produit de sa base par sa hauteur. 

Théorème XIX. 


252. Tout tnangle est la moitié du parallélogramme, 
de même base et de même hauteur. 

En effet, la diagonale d un parallélogramme partage 
•î'.i 1 . cette figure ên deux triangles égaux. 

253. Corollaire. — Un triangle a pour mesure la 
moitié du produit de sa base par sa hauteur. 


P - ' V *- \ ' 

E-. »■ ■ 

BV /•- 





I.IVRF. TROISIÈME. 


8l 


Théorème XX. 

254. Un trapèze a pour mesure le produit de sa hau- 
teur par la demi-somme de ses bases, ou le produit de 
sa hauteur par la droite qui joint les milieux des côtés 
non parallèles. 

En effet, le trapèze ABCD (Jig. ia3) est égal à la 
somme des triangles ABC, CAD de même hauteur que 
lui. 

255. Remarque sur la mesure des polygones. — Tout 
polygone étant décomposable en triangles, si l'on peut 
mesurer la base et la hauteur de chacun d’eux , on arri- 
vera à la détermination de l’aire du polygone. 

Cette méthode, simple et rigoureuse en théorie , ne 
l’est plus dans l’application. Elle ne pourrait servir, par 
exemple, à mesurer un terrain de forme irrégulière. Le 
procédé suivant, commode à employer, conduit à une 
formule qu’il est bon de connaître. 

Menons , dans le plan du polygone AA' A". . . (fig‘. 1 24 ), 
une droite indéfinie OX, et prenons, sur cette droite, 
un point de repère O. 

Abaissons ensuite , des diflérents sommets du poly- 
gone, des perpendiculaires sur OX ( 1 ), et mesurons cha- 
cunes d’elles, ainsi que sa distance au point O. 

Désignons par £, b\ b",... les distances OB, OB', 
OB", . . . , et par a, a , a", ... les perpendiculaires. Enfiu , 
représentons par P l'aire du polygone, nous aurons 

2 P= (a -+- a')(b ' — b) + [a'+ a") (b"~ b') 4- (a"+ a m )(b w —b") 
— a")(b m — b)-, 


(1) Sur le terrain, cette construction se fait aiSément à l’aide de IV- 
furrrr tf Arpenteur. 

6 
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ou, en effectuant et réduisant, 

,p = ab’-a'b + a' b" - a" b' + a" b” - a" b" -h a"' b" -a" b* 

■+■ a" b' — a T è ,v -+- a' b — ab* . 


PROPRIÉTÉS NUMÉRIQUES DES FIGURES. 
Théorème XXI. 

256. Le carré construit sur la somme AC (fi g. 125) 
de deux droites AB, BC, est égal au carre de la pre- 
mière, plus le carré de la seconde, plus deux fois le rec- 
tangle construit sur ces deux droites. 

Sur AC , comme côté , construisons le carré ACDF ; 
prenons AG = AB, et menons les droites BE, GI pa- 
rallèles respectivement à AD, AC. 

Le carré ACDF est évidemment décomposé en deux 
carrés, dont les côtés sont égaux à AB, BC, et en deux 
rectangles égaux entre eux , dont les dimensions sont AB , 
•BC ; donc, etc. 

257. Remarques. — 1°. L’aire d’un carré étant égale à 
la seconde puissance de son côté (248), et l’aire d’un rec- 
tangle étant égale au produit de sa base par sa hauteur, 
l’énoncé précédent peut être remplacé par l’équation 
suivante, dans laquelle on suppose AB , BC, AC rempla- 
cés par des nombres abstraits : 

AC — ÂB -f- BC -t- aAB X BC. 

Et comme il y a des carrés de toutes dimensions , on peut 
conclure que, a ex b représentant des nombres quel-, 
conques , on aura généralement 

by = «• -4- aaè -4- b\ 

a°. Nous vovons qu’en vertu des conventions établies 
sur les unités "de* longueur et de surface, à la propriété 
géométrique démontrée ci-dessus, correspond une pro- 
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priètè numérique qui est , en quelque sorte , la traduction 
d*la première. La même correspondance s’observe dans 
la plupart des théorèmes suivants. 

Théorème XXII. 

258. Le carré construit sur la différence AC (fig. 1 26) 
de deux droites AB, BC, est égal au carré de la pre- 
mière, plus le carré de la seconde, moins deux fois le 
rectangle construit sur ces deux droites. 

Sur les droites AB, BC, AC, construisons les carrés 
ABGH, ACDF , BCIK. En prolongeant DF jusqu’en E, 
nous obtiendrons deux rectangles DEGH, FIEK, ayant 
pour dimensions AB et BC. Or, la figure entière se com- 
pose, soit de ces deux rectangles et du carré construit sur 
AC , soit des carrés construits sur AB et BC ; donc , etc. 

259. Remarque. — Ce théorème s’exprime par l’é- 
quation 

AC — AB + BC — 2AB X BC. 

En général , 

(a — b) 2 — à 1 -+- b 7 — 2 ab. 

Théorème XXIII. 

260. Le rectangle construit sur lasomme AC ( fig . 127) 
et la différence AF de deux droites AB , BC , est égal à 
la différence des carrés construits sur ces droites * 

Construisons sur AB le carré ABDE. Prenons BC' 
= BC =EF, et menons C'I parallèle à BD. Les deux rec- 
tangles BG et FI, qui ont pour dimensions BC et AF, 
sont égaux. Or 

ACGF = ABKF -+- BCGK; 

donc 

ACGF = ABKF FHIF. = ABDE — KDIH ; etc. 

6 . 
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261 . Scolic. aelb étant des nombres quelconques , 

(« -+■ b) (a — b) = fl’ — b’. ,• 

Tiiéoiièmf. XXIV. 

262. Le carré construit sur Hypoténuse d’un triangle 
rectangle, est égal à la somme des carrés construits sur 
les deux autres côtés. 

i re Démonstration. — Abaissons, du sommet A de 
l’angle droit ( Jig . 128), la perpendiculaire AHI sur l’hy- 
poténuse BC. Le carré BCDE sera décomposé en deux rec- 
tangles BI et CI. Menons encore AD et FC. 

Les angles ABD, FBC sont égaux; car chacun d’eux sc 
compose de l’angle aigu ABC augmenté d’un angle droit. 
Donc, les deux triangles ABD, FBC sont égaux, comme 
ayant un angle égal compris entre deux côtés égaux , cha- 
cun à chacun. Or le triangle ABD est la moitié du rec- 
tangle BI, de même base et de même hauteur (252); 
par la même raison, le triaugle FBC est la moitié du 
carré FBA ; donc (237, 2 0 ) ce carré est équivalent au rec- 
tangle BI. 

On démontrerait de même l’équivalence du carré À CG, 
et du rectangle CI ; donc , etc. 

263. Démonstration. — Sur l’hypoténuse BC (Jig- 
129), construisons le carré BCDE. Menons DF parallèle 
à BA, ÿ EG parallèle â CA. Il est visible que les quatre 
triangles rectangles sont égaux, et que AHFG est un 
carré. Si donc nous désignons par a l’hypoténuse, par b 
et clés côtés de l’angle droit, nous aurons, en observant 
que chaque triangle a pour mesure j bc , 

a} — abc -f- (c — ê)’, 
ou 

a 1 = b ' -4- c ? . 

264. y Démonstration . — Dans un triangle, chaque 
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côté «le l'angle droit est moyen proportionnel entre l’hypo- 
ténuse et la projection du côté sur l'hypoténuse (229, a°). 
Ce théorème, appliqué aux deux côtés AB et AC (Jig- 1 1 4)> 
donne, d’après les remarques faites précédemment, 

ÂB = BC X BD, 

ÂC = BC X DC, 

d’où 

ÂB V Âc’ = BC (BD + DC) = BC . 

266. Remarque. — La première démonstration fait 
voir que les deux carrés ABF , ACG sont équivalents aux 
rectangles BI , CI. Or, ces rectangles ayant même hau- 
teur HI, sont entre eux comme leurs bases BH, CH (242), 
La même relation existe donc entre les carrés ; ainsi : 

Les carrés des côtés de l'angle droit sont entre eux 
comme les projections de ces côtés sur l'hypoténuse ; et 

Le carré d’un côté de /’ angle droit est au carré de 
l'hypoténuse, comme la projection de ce côté est à 
Hypoténuse. 

Ces deux conséquences se déduisent également des 
équations posées dans la troisième démonstration. Elles 
confirment ce que nous avions annoncé au n°267. 

266. Corollaire. — Le carré construit sur la diago- 
nale d’un carré est double de celui-ci. 

Théorème XXV. 

267. i°. Dans tout triangle, le, carré du côté opposé à 
un angle aigu , est égal à la somme des carrés des deux 
autres côtés , moins deux fois le rectangle de l’un de ces 
côtés, par la projection du second sur le premier ; 

2 °. Dans un triangle obtusangle , le carré du côté 
opposé à l’angle obtus , est égal à la somme des carrés 
des deux autres côtés, plus deux fois le rectangle de 
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r un de ces côtés pur la projection du second sur le pre- 
mier. 

i°. Soit le côté BC ( fig. i3o) , opposé à l’angle aigu A. 
En abaissant CD perpendiculaire sur AB , nous aurons , 
par le théorème précédent , 

BC 3 — CD V Bd\ 

CD* = Âc’ — ÂD ! . 

La droite BD étant la différence entre AB et AD, nous 
aurons aussi (258), 

. BD’ = AB’ -f- AD — 2AB X AD. 

Ajoutant ces égalités , nous trouvons 

BC’= AB' -H ÂC - 2AB X AD. 

a°. Si l’angle A {fig- i3 i) est obtus, on a pareillement 

BC = CD -t- BÏ)\ 

CD = ÂC - Ïd\ 

BD =: Âb’ -f- AD -f- aAB X AD; 
et 

BC ' = AB’ + ÂC -+- 2 AB X AD. 

268. Corollaire . — Un triangle est acutangle, rectan- 
gle ou obtusang/e , selon que le carré du plus grand 
côté est inférieur, égal ou supérieur à la somme des car- 
rés des deux autres côtés. 

Théorème XXVI. 

269. Dans tout triangle ABC{fig. i32), la somme des 
carrés de deux pâtés AB, AC , est égale à deux fois le 
carré de la moitié du troisième côté BC, plus deux fois le 
carré de la droite AD qui joint le milieu D de ce côté au 
sommet opposé A. 

Abaissons AE perpendiculaire sur BC; nous aurons 
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successivement, dans les deux triangles ABD, ACD, 

Ab’= AD 4 - BD -+- 2BD X DE, 

Âc’ = ÂD* +- CD — 2CD X DE; 


d’où , à cause de BD = CD , 


AB — I— AC — 2AD -f- 2BD . 

270. Remarque. — Nommons a, b,c les trois côtés, 
et a la médiane aboutissant au milieu de a\ nous avons 

b 1 -+- c’ = -f a? -I- 2a’. 

La même équation, appliquée aux deux autres mé- 
dianes (3 et y, donne facilement 

+ 7 *. = -r( fll -+- + **)- 


im 


Théorème XXVH. 


27 1 . Dans tout quadrilatère ABCD (J‘g- 1 33), /a somme 
ries carres des quatre côtés est équivalente à la somme 
des carrés des diagonales , plus quatre fois le carré 
de la droite EF qui joint les milieux des diagonales. 

Menons CF, AF, BE, DE: le théorème précédent 
donne 

CD -I- CB = aBE* 4- 2.CF’ , 

Àb’ 4- âb’ = 2BF ! 4- 2ÂP 1 , 

2Cf’-i-2aF , = 4cl‘+ 4 êf’; 

d’où , eu ajoutant , 

\ 

cd’+ cb’h- ad 4- ab’= 4bf’-+- 4CÊ -+- 4'ëf, 

ou 

CD - 4 - CB -f- AD + AB = BD -f- AC -f- .jhi*’ • 

272. 1 ” Corollaire. — Dans tout parallélogramme , 


I 


Digitized by Google 


88 


géométrie*. 

la somme des carrés des quatre côtés est égale à la 
somme des carrés des diagonales . 

273. 2 e Corollaire. — Dans tout quadrilatère, la 
somme des carrés des diagonales est égale à deux fois 
la somme des carrés des droites qui joignent les milieux 
des côtés opposés. 

COMPARAISON DES AIRES. 

Théorème XXV LU. 

274. Deux triangles qui ont un angle égal, sont entre 
eux comme les rectangles des côtés qui comprennent cet 
angle. 

Soient les deux triangles ABC, ADE ( fig . i34), qui 
ont un angle égal A. Je dis que l'on aura 

ABC AB X AC 
ÂDË "AD X AE 

Menons BE : les deux triangles ABC , ABE ont meme 
sommet B, et leurs bases AC, AE sont situées sur une 
même droite ; ces deux triangles ont donc même hauteur ; 
conséquemment, ils sont proportionnels à leurs bases; 
c’est-à-dire que 

ABC _ AC 
ABE ÂË 

On trouve de même 

ABE AB . 

AED ~ AD ’ 

d’où 

ABC __ ac; AI) ; etc 

AED AE AD 

TnEORÈME XXIX. 

27;>. Deux triangles semblables sont entre eux comme 
les cariés des côtés homologues. 
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Si, dans la (igurc i34, les deux triangles sont sembla- 


blés , on aura 

AC _ AB . 

donc 

âë-âd’ 

* 

ABC _ /AC\* 
AED \ÂË/ 


Ainsi , le rapport de deux triangles semblables est égal 
au carré du rapport de deux côtés homologues. 

Et si les côtés sont représentés par des nombres, I é- 
quation précédente devient 

ABC Àc' 

AED-=-’’ 

donc, etc. 

Théorème XXX. 

276. Deux polygones semblables sont entre eux 
comme les carrés des côtés homologues. 

Deux polygones semblables peuvent toujours être dé- 
composés en un même nombre de triangles semblables, 
chacun à chacun. Or, un triangle quelconque du premier 
polygone , et son homologue dans le second , sont entre 
eux comme les carrés de deux côtés homologues dans les 
deux polygones -, donc, etc. 

277. Corollaire. — Si, sur les côtés d’un triangle 
rectangle , comme homologues , on construit trois fi- 
gures semblables , la figure construite sur l hypoténuse 
sera équivalente à la somme des deux autres figures. 

Soient a,b, c les longueurs des côtés du triangle rec- 
tangle, a représentant l’hypoténuse*, soient A, B, les 
aires des polygones semblables correspondants. Nous 
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d’où 

A _ B -+- C 
a 1 b' ■+■ c’ 

Mais a* = b' -+- c*; donc. etc. 

Théorème XXXI. 

278. Si, sur différentes cordes AC, AC', AC",. . . . 
(Jig. 1 35) , menées par l’extrémité d’un diamètre, 
comme homologues , on construit des figures sembla- 
bles, ces fgures seront entre elles comme les projections 
AD, AD', AD",... des cordes sur le diamètre. 

Cette proposition est évidente par les n°‘ 231 et 27(i. 

AIRE DU TRIANGLE. — QUADRILATÈRE INSCRIT. 
Théorème XXXII. 

279. Dans tout triangle , le rectangle de deux côtés 
AB, AC (fg- i36) est équivalent au rectangle construit 
sur la hauteur AD correspondante au troisième côté, et 
sur le diamètre AE du cercle circonscrit. 

Menons CE : les deux triangles ABD, AEC seront sem- 
blables, car ils sont rectangles, et les angles B, E sont 
égaux comme inscrits dans le môme segment. Comparant 
les côtés homologues , nous conclurons 

AB _ AD. 

ÂÊ ~ AC ’ 

d’où 

AB X AC = AD X AE. 

280. Dans l’équation précédente, les lignes sont rem- 
placées par des nombres abstraits. Si nous multiplions 
les deux membres par la \ aleur numérique de BC, il 
viendra 


DigifeBd by Cpo^Ic 


AB X AC X BC = AD X BC X AE. 


LIVRE TROISIEME. ()I 

Mais AD X BC est le double de l’aire du triangle ; 
donc : 

Corollaire. — Dans tout triangle , le produit des 
trois côtés est égal à V aire de ce triangle , multipliée 
par le double du diamètre du cercle circonscrit . 

281. Scolic. — Soient a , b, c les trois côtés d’un 
triangle, R le rayon, du cercle circonscrit , et T l’aire 
du triangle , on aura 

abc 

4t' 


R = 


Théorème XXXIII. 

282. Dans tout quadrilatère inscrit , le rectangle des 
diagonales est équivalent à la somme des rectangles des 
côtés opposés. 

i°. Soit A B CD ( Jig . 1 3 7 ) un quadrilatère inscrit dans 
une circonférence; je dis que 

AC X BD = AB X CD +èü X BC. 

Menons par le sommet A la droite AE, de manière que 
l’angle BAE = CAD. Les deux triangles BAE, CAD, 
évidemment semblables, donnent 

AB BE 

ou AB X CD = AC X BE. 

Les angles BAC , EAD sont égaux , parce qu’ils se com- 
posent de l’angle EAC et des angles égaux BAE , CAD. 
En outre, les angles ADE, ACE sont égaux comme in- 
scrits dans le même segment. Donc les triangles BAC , 
EAD sont semblables et donnent 


BC 


AC 


ËD ~ ÂD ’ ° U BC X AD = AC X ED. 

Si nous ajoutons, membre à membre . nos deux équa- 


Digitized by Googl 


9 a CÉOMÉTRIE. 

lions, nous obtiendrons 

AB X CD + BC X AD = AC(BE -+■ ED), etc. 

Théorème XXXI V. 

28d. Dans tout quadrilatère non inscriptiblc , le rec- 
tangle des diagonales est plus petit que la somme des 
fectanglês des côtés opposés. 

gisons passer une circonférence par les trois sommets 

’ U U** i38); le quatrième sommet C sera dans le 
cercle ou hors du cercle; mais la conclusion est la même 
clans les deux cas. 

Menons par le sommet A , la droite AE, de manière 
que 1 angle BAE = CAD. Faisons, en même temps, 

angle A BE A CD : la droite BE ne se confondra pas 

avec BD ; car le point C n’étant pas sur la circonférence , 
les angles ABD, A CD sont inégaux. 

Les deux triangles ABE, A CD donnent 

AB _ BE AÊ 

AC CD ~ AD’ Jou AB x CD = AC ><: BE. 

Menons DE : le triangle AED sera semblable à ABC : 
car les angles EAD, BAC sont égaux, et, d’après la pro- 
portion précédente, les côtés qui comprennent ces angles 
sont proportionnels. On a donc 


BC 

ED 


AC 

AD’ 


ou 


BC x AD = AC x ED 


Ajoutant membre à membre, nous aurons 
AB X CD + BC X AD = AC (BE -4- ED). 

Mais BE + ED est plus grand que BD ; donc, etc. 

284. Les réciproques de ces deux théorèmes sont évi- 
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Théorème XXXV. 

285. Vans tout quadrilatère inscrit , les diagonales 
sont entre elles comme les sommes des rectangles des 
côtés qui aboutissent à leurs extrémités. 

Soit le quadrilatère inscrit ABCD {fig- t3()) ; je dis 
que 

AC AB X BC + AD X CD 

BD _ AB X AD + BC X CD 

Le quadrilatère peut être regardé comme étant égal à 
la somme des triangles ABD, BCD, ou à la somme des 
triangles ABC , ACD. 

Eu considérant la première décomposition, et dési- 
gnant par D le diamètre du cercle circonscrit au quadri- 
latère , nous aurons (280) 

AB X AD X BD = îD X ABD, 

BC X CD X BD = ?.D X BCD; 

d'où , en ajoutant , 

(AB X AD + BC X CD) BD = ?.D X ABCD. 

La seconde décomposition donnerait pareillement 
(AB X BC -H AD X CD) AC = îD X ABCD; 
par suite, 

(ABXAD + BCX CD) BD = (AB X BC -h AD X CD) AC; etc. 

280. Remarques. — i°. Soient a, b , c, d les côtés d’tin 
quadrilatère inscriptible , et a, (3 les diagonales. Le théo- 
rème XXXIII donne 

«P = ac -h bd ; 

et le théorème XXXV, 

a ad bc 

P ab -f- cd 
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Si nous multiplions ou si nous divisons membre à mem- 
bre ces deux équations , nous obtiendrons 

(ac -+- bd) ( ad H- bc) 
ab -+- cd 

(ac -+■ bd) (ab cd) 

ad -f- bc 

a". Soit d la droite qui joint les milieux des diagonales; 
nous aurons , par le théorème XXVII , 

a 7 4- b 1 -f- c 7 -+- d 7 = a’ -f- P’ -|- 

Si , dans cette équation , on remplace a* et j5’ par les 
valeurs précédentes, on obtiendra, par un calcul que 
nous supprimons, 

,,, (a 7 — c 7 ) 7 bd -f- (b 7 — d 7 ) 7 ac 

* (ad -4- bc) (ab -f- cd) 

TnÉORÈME XXX VI. 

287. L 'aire d'un triangle est égale à la racine carrée 
du produit que ion obtient en multipliant le demi-pé- 
rimètre par ce demi-périmètre diminué de chacun des 
côtés. 

i rt Démonstration. — 1 °. Menons les bissectrices AO, 
150 , CO (Jig- *4°) des angles intérieurs; elles se coupe- 
ront au point O, centre du cercle inscrit (160). Menons 
aussi les bissectrices HO', CO' des angles extérieurs ; elles 
couperont AO au point O', centre d’un des cercles ex- 
inscrits (161). 

Enfin, abaissons sur les côtés du triangle les perpendi- 
culaires OD, OE,OF, OG, O' H, O'I. 

En désignant par «, b , c les côtés , et par r le rayon du 
cercle inscrit, nous aurons, pour mesures des triangles 
HOC , CO A , AOB . 

T fl, > 7 br, ÿcr. 
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L’aire du triangle ABC sera donc 

T = 7 (a H- A 4 - c) r, ou T = pr, 

ip étant le périmètre du triangle. Ainsi : 

L'aire d'un triangle est égale à son demi-périmètre , 
multiplié par le rayon du cercle inscrit. 

a°. La droite AH est égale au demi-périmètre du 
triangle ABC ; et les trois segments AF, FB , BH sont 
égaux , chacun, au demi-périmètre moins un côté. 

J’observe que le périmètre = AB + AC - 1 - BC = 
AB + AC + BG 4- CG. Mais BG = BH ,CG = CI, etc. 
(19t, a°); donc y> = AB -f- BH -+- AC — CI = 
AH —|— AI = aAH; donc^ = AH. 

Secondement, le demi-périmètre p = AF-f-BF + CD 
= AB 4 - CD ; mais p = AH = AB -f- BH = AB -f- BG ; 
donc CD = BG et BD = CG. 

Nous aurons ensuite, pour les valeurs des trois segments, 

AF = p — FB — BH = p — BD — CD = p — a, 
FB = p — AF — BH = p — AE — CE = p — b, 
BH = p — c. 

3°. Comparons maintenant les deux triangles rectan- 
gles BFO, O'BH. Ces triangles sont semblables, comme 
ayant les côtés perpendiculaires (213); donc 

° U (/- r - H(y 
Les deux triangles AFO, AHCy donnent 

ÂH = Hô'’ ° U {P ~ û)H ° = pr - 
Multiplions les deux équations membre à membre ; 
nous obtiendrons 

( P — «)(/»— b )(P — c) = pr-i 
ou bien , en multipliant de part et d’autre par p , 

P(P — a ){p — b )(p — c ) = p' P- 
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Le second membre représente le carré de l’aire du 
triangle ; donc 

T = \jp(p — a)(p — b)(p —~c). 

288 . 2 e Démonstration. — Pour déterminer l’aire du 
triangle, nous allons calculer la hauteur AD ( fig . 141). 
En supposant l’angle lî aigu, nous aurons d’abord ( 207 ), 

b' =;«> + «* — 2a. BD; d’où BD — + C ’ — b ' 


9 .a 


Le triangle rectangle ABD donne 


AD 


*_ c> - + 


Telle est l’expression du carré de la hauteur : mais cette 

lormulepeut être considérablement simplifiée. 

Le second membre , étant la différence de deux carrés , 

x 11/ . o’ + C-i’\/ a’ -4- c 1 — b’\ „ 

égal à (c H — j(c — ). Dans ce 

2ac -f- a 1 4- c’ — A 1 


est 


• produit , le premier facteur égale 
_ (a c)* — A 


2 a 


2 a 


Ici encore, le numérateur, étant la 
différence de deux carrés, peut se mettre sous la forme 
(a -h c ■+■ b) (a -+- c — A). 

Notre premier facteur devient donc ^ c b)(a-hc A) . 

2a 

Le second se transforme pareillement en 

2ac — a' — b 1 _ A’ — (a — c)’ _ (A -H a — c)(b — a + c). 
9 .a 9 .a ?.a 

par suite , 

ÂD * = (« + c -f- A) (a -t- c — A) (A — a -f- c)( A -+- a — r) 

Tfî “ T" 
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Introduisons dans celte expression le périmètre a p du 
triangle : les quatre facteurs du numérateur deviennent 
respectivement 

Ÿ-p, a( P — b), 7.[p — a), 2 (p — c); 

donc * 

Ad’ = ~ a) (P ~ b){p — c) 

Et comme T = | AD a , il vient finalement 

T — \lp(p — a) (p — b) (p — c). 

289. Remarques. — i°,.Dans la première démonstra- 
tion, représentons par a le rayon du cercle O'; nous 
aurons, en observant que le triangle ABC est égal à 
ABCf A «y — BCO', 

’ . T - (P ~ «)“• 

Si nous désignons par (3-et y les rayons des cercles ex- 
inscrits, situés dans les angles B et C, nous obtiendrons 
de même , « 

T = (p — .*)?» T = (p — c)y. 

Mais nous avons trouvé T = pr ; donc 

T‘ = P (P ~ «)iP ~ b) (p — c) apyr. 

Et comme 

' P (P — a ) ( P — b )(p ~ c ) = T 1 , ’ . 

il vient 

T — Jra By. 

* * ,* r-* ' ' 

Ainsi : l'aire d' un triangle est égale à la racine car- 
rée du produit des rayons des cercles inscrit et ex-in- 
scrits. * » 

a 0 . Les quatre valeurs de T , écrites ci-dessus , donnent 
T T , T T 

p = -> />-? = -, .r-c--- 
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Ajoutons , membre à membre , les trois dernières 
équations , et retranchons la première ; nous aurons 


1 1 1 . 1 

r a p y 


Ainsi : l'inverse du rayon du cercle inscrit est égal à 
la somme des inverses des rayons des cercles ex-in- 


scnts. 


Théorème XXXVII. 


290. En représentant par a\ b, c, d les côtés d’un 
quadrilatère inscrit ABCD (fig. i4a) , et par ip son 
périmètre, on obtiendra l’aire A de ce quadrilatère au 
moj'cn de la formule 

« 

A = \]{p — a) (p — b) {p — c)(p — d). 

* .€ 

Prolongeons les côtés BC, AD jusqu’à ce qu’ils se ren- 
contrent eu O. Nommons T l’aire du triangle CI)0 , sem- 
blable à ABO ; nous aurons (275), 


T /»’ A o 2 — p*. 

= — , ou =.,= — — : — s» 

r 1 T c» 


donc 


A = T. 


à 1 c 1 




Par le théorème précédent, 

t = 7 )J(ÿ+!r •+• ^ (* +7 — c \( c + *— y) ( c + r — *)• 

Il reste à déterminer chacun des facteurs de la quantité 
placée 6ous le radical. 

La comparaison des côtés homologues dans les deux 
triangles, donne 


i + 1 


d -J- y 
x 
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a _ i-t-x-t-rf + jr 

a d-\-x — b — x 

« 

« 

► c x -4-j 

c x — x 



n — c b -+- d 

a -t- c d — b. 

« 


c x -i- x 

«• * — r 



puis , de ces deux dernières , 

0 4 * 

• 

• 

a — c d — c b d 

a — r b + d — a -+- c 

0 

4 


c-h x -h x 


i+;-c 


a + c a-t-c-l-rf — b a c a + < — d -f- b * 


e 

Donc 


c— x -h y 


**7 é? v * • * ; ■ ffwip 

x .+ r + f = (* 4- t + rf — c), ' > 

y» y* ‘ 


-+- X — c — (A -H e -+- d — a), 

a — c ' /F r 


* • 


g| c -H x — / = 

f +; 


a c 

4 % 

X 


(a + c + d — b), 


— x — (a -I- b -t- c — d). 

a -h c' ' ‘ 

^ » • 


En substituant, nous aurons 

• * V 

i c : 


i 


T = 7 \j(a+b+d-?c\b+c + d-a)(a+c+d- b)(a + b-*-c~d). 

4 fl’ — ** Jk 


Cette valeur se simplifie si l’on pose 


» ♦ 


« ** 


" i 

» î 


2fl = fl + i+ e + rf; ’ * 

V 

elle devient en effet 

■ T*'- ' 


T - g \j(p — «)(/> — b) (p — c)(p — rf);etc. 


7- 


• ; ; - .vv. • 4 


• • 
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PROBLÈMES RELATIFS AU TROISIÈME LIVRE. 

Problème I. 

Diviser en parties égales une droite donnée. 

Supposons qu’il s’agisse de diviser en 5 parties égales 

la droite AB ( fig ■ 1 43 et M4)- 

i re Construction. — Par l’une des extrémités de AB 
(fig. i43), menons une droite indéfinie Ax. A partir du 
point A , prenons une longueur AC , à peu près égale au 
cinquième de AB, et portons-la cinq fois sur Ax. Joignons 
le dernier point de division G, avec- le point B, par la 
droite GB; puis, par les autres points F, E, D, C, me- 
nons à cette dernière ligne les parallèles FL, EK, DI, 
CH ; elles diviseront la droite AB en cinq parties égales 
(198, a°)' 

a 0 Construction. — Menons, comme ci-dessus, la droite 
indéfinie Ax (fig. 1 44)- Prenons la division arbitraire AC 
un peu plus grande que le cinquième de AB ; puis , du 
point A comme centre , décrivons , avec AG pour rayom, 
un arc qui rencontre en G' la droite GB prolongée. Me- 
nons AG', et portons sur cette droite, AC = AC, 
AD' = AD,.... Si nous menons CC, DD,..., ces droi- 
tes, évidemment parallèles à GG', détermineront les 
points de division H, I, K,... 

t ► 

Problème II. 

Diviser une droite donnée AB , en parties proportion- 
nelles à des droites données m, n, p (fig- *4^)- 

Par l’extrémité A de AB, menons une droite indéfinie 
Ax. Prenons sur Ax des longueurs AC, CD, DE, res- 
pectivement égales à m, n, p. Tirons BE, et , . par es 
points D, C, menons à cette droite les parallèles Db, 
CG : elles diviseront AB en trois parties AG, GF, FB, 
qui satisferont à la question (198). 
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Si l’on demandait de partager AB en parties propor- 
tionnelles à des nombres donnés, la question se ramè- 
nerait au problème I. 

Problème III. 

Trouver une quatrième proportionnelle à trois droites 
données m, n, p ( fig . i46). 

Sur les côtés d’un angle quelconque xAy , prenons 
AB = m, AC= n, AD = p ; tirons BC et menons, par 
le point D , la parallèle DE à BC. La droite AE sera évi- 
demment la quatrième proportionnelle demandée. 

# i • 

Problème IV. 

Trouver une troisième proportionnelle à deux droites 
données m, n. % 

Soit x la droite cherchée. On doit avoir = -. Ce 
« ‘ , n x 

problème rentre donc dans le précédent. 

m * 

Problème V. 

, * 

Trouver une moyentys proportionnelle entre deux 
droites données m , «. • , 

i re Construction. — Prenons , suc une droite indéfinie 

X T Xfig • *47) > AB = "h RC = 

Sur AC = m n comme .diamètre, décrivons la 
demi-circonférence ADC. Élevons au point B la demi- 
corde BD perpendiculaire à xy 5 cette droite sera la 
moyenne proportionnelle demandée (229, 3°). 

a® Construction. — Sur une droite AB {fig- i48) , 
égale à la plus grande m des deux droites données, dé- 
crivons la demi-circonférence ACB. Prenons AD == n\ 
élevons DC perpendiculaire à AB, et menons AC : 
„ cette droite sera moyenne proportionnelle entre m et n 
(229, 2 0 ). 

Le théorème XIV, qui vient de nous servir à trouver 


1 
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une moyenne proportionnelle entre deux droites don- 
nées, permet aussi de résoudre le problème IV. 

Problème VI. 

« • 

Partager , en moyenne et extrême raison, une droite 
donnée AB. 

Au point A (Jig* *49)? élevons la perpendiculaire AC 
égale à la moitié de AB. Menons BC. Prenons CD — CA, 
et BE = BD : le segment BE sera moyen proportionnel 
entre la droite entière AB et l’autre segment AE (234). 

Remarque. — En représentant pat- a la longueur de 
AB, nousauroiis 

t 

AC=i«, BC = + 

et * 

BE = BD="a^5 — \a = + a (^5— i)- 

Ainsi , quand une droite est partagée en moyenne et 
extrême raison , le plus grand segment est égal au pro- 
duit de cette droite par la quantité incommensurable 

iW- «)• 

Problème VU. 

« 

* Construire un carré équivalent à un parallélogramme 
ou à un triangle donné. * 

Soit C le côté inconnu du carré équivalent à un pa- 
rallélogramme dont la base et la hauteur sont des droites 
données B et H. Nous devrons avoir (243) 

B H ,, , B C 

C X c = « ; a ° Ù C = H 

Ainsi , le côté du carré est moyen proportionnel entre 
la base et la hauteur du parallélogramme. 

On verrait de même que le côté du carré équivalent à 
un triangle donné est moyen proportionnel entre la base 
et la moitié de ta hauteur du triangle. 
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AB' AP' 
AB X AD 


OU 


Dans les doux cas, on construira le côté du carré par 
le problème V. ‘ 

, Problème Vlli. t 

Construire , sur une droite donnée , un rectangle équi- 
valent à un rectangle donne. 

Soit ABCD {fis- *5o ) le rectangle donné, et soit 
ABC' EX le rectangle inconnu, dont la base AB' est don- 
née. Le théorème XVII donne «. . 

AB' _ AD 
AB ~ AD' 

Ainsi 3 la hauteur inconnue est une quatrième propor- 
tionncUe'À la base du rectangle cherché , à la base du rec- 
tangle donné, et k la hauteur de celui-ci. On trouvera 
donc le point D' en menant , par le point B , une paral- 
lèle BIX à la droite B'D. 

Problème IX. 

Trouver deux droites dont le rapport soit égal à ce- 
lui de deux rectangles donnés. 

Spient B, B' les bases des deux rectangles, H, H' leurs 
hauteurs, X, Y les deux. droites cherchées. Nous devons 

Avoir (243) 

X _B H * ^_ v B.5L 

♦ „♦ Y B' H' ’ d ° Ù B' H' ' . • 

îii nous prenons arbitrairement Y , nous obtiendrons 

Y. — ,en construisant une quatrième proportionnelle aux 

droites B', B et Y : soit Z cette quatrième proportionnelle. 

Nous aurons ensuite X = Z. |p. Ainsi , X sera une qua- 

4 ^ 

trième proportionnelles aux droites H', Z et H. 

Pour simplifier la construction, prenons Y — B'; alors 

Z = B et X = B. 

II 
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Remarques .1 — i°. Si les rectangles sont des carrés, 
ayant pour côtés C et C', la solution se simplifie ; car si 
nous construisons un triangle rectangle dont les côtés 
de l’angle droit soient C et C', les carrés donnés seront 
entre eux comme les projections de ces côtés sur l’hv- 
poténusc (265). ’ * i 

a 0 . Cette dernière construction peut servir également à 
trouver le rapportée deux polygones semblables, attendu 
que ces deux figures sont comme les carrés de deux côtés 
homologues quelconques (276). 

Problème X. 

S * 

Trouver un carré équivalent à la somme ou à la dif- 
férence de deux carrés donnés. 

i°. Soient A, B les côtés des deux carrés, et soit X le 
côté du carré cherché. Construisons, avec A et B pour 
côtés de l’angle droit, un triangle rectangle; son hypoté- 
nuse sera X (262).. 

a 0 . A étant le côté du plus grand des deux carrés, dé- 
crivons sur cette droite, comme diamètre, une demi-cir- 
conférence. De l’extrémité de ce diamètre comme centre, 
avec B pour rayon , traçons un arc qui coupe la demi-cir- 
conférence en un point. Enfin, joignons ce point avec 
l’autre extrémité du diamètre , par une corde. Cette der- 
nière droite sera le côté du carré demandé. 

Remarque. — En * appliquant plusieurs fois ce pro- 
blème, on peut faire l’addition et la soustraction d’un 
nombre quelconque de carrés. 

Problème XI. 

Construire un carré qui soit à un carré donné, dans 
le rapport /le deux droites données . , 

Soit A (fg- i5i)le côté du carré donné, et soient n, 
m les deux droites. 
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1 . 

Prenons , sur une droite indéfinie , AB = »n, BC = « ; 
sur AC , comme diamètre , décrivons une demi-circonfé- 
rence; élevons en B la perpendiculaire BD au diamètre, 
et menons les droites indéfinies DA, DC. 

Enfin, prenons, sur la première de ces deux droites, 
DE = A ; et, par le point E, menons EF parallèle à AC. 

Je dis que DF sera le côté du carré cherché. 

, . * , 

Eu effet , en désignant par AD et CD lés carrés con- 
struits sur AD et CD, nous avons d’abord (265) 


AD AB ni 

CD’ BC n 


De plus, les parallèles EF, AC donnent 


donc 


AD 

DE 

f CD 

df 

A 

» 


ÂD 

A 3 

CD 1 

~~ DP* ’ 

A 

m 

- - 

cr — • 

DF 

n 

i 


* * 


♦ A 


S 


* 


Scolic. — Dans le cas particulier où AD se trouverait 
égal à A, CD serait le côté du carré demandé. 

Problème XII. 

* - < 

Partager un trapèze en parties proportionnelles à 
des droites données , par des parallèles aux bases. 

Supposons, pour fixer les idées, qu’il s’agisse de par- 
tager le trapèze ABCD (fig- i 52 ), en trois parties pro- 
portionnelles à des droites données m, n, p. Nous aurons , 
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cil représentant par EF, GH les lignes de division , 

ABE F _ m EFGH _ « n 

ABCD '» fti *-f- tt p ABCD m -+- n -F p 

GHCD i p 

r ABCD m n - 4 - p ’ 

d’où 

? '• < 

ABEF _o_ m ABGH m-\-n 

ABCD ~ m -t- n -f- p ABCD m ■+■ n + p 

1 1 

Soit I le point de rencontre des côtés AC, .BD : les 
proportions précédentes deviendront , si 'Ton remplace 
les trapèzes par des diflérences de triangles, 

* * • 0 

ABI — EFI » m ABI — GHI m -+- * 

ABI — CDI m-{-n-\-p ABI — CD1 m ■+■ n -t - p 

4 * 

Or, les triangles semblables ABI, EM , . . . sont entre 
eux comme les carrés de leurs côtés homologues BI , 
FI, ; donc " < 

, BI — FI m BI — III m •+■ 

BÎ* _ Di’ ~ "> + n +P K Bî’_ gj’ *7 n, -f- nr+Tp 

0 * 

1 â 

Décrivons, sur BI comme diamètre , une demi-ci rcon- - 
férence ; du point I Comme centre , traçons les arcs FP, 
HH', DD' ; nous aurons 

BïV- Fï’= BF', Bl’ — ¥l = BEL', BÏ — DI = BD'; 
et , par suite , 

BF' m BU' m + n 

gjy m -F- n p gjy m -h n + p 

Ces dernières proportions apprennent que les carrés 
construits sur les cordes BF', BH', BD' sont entre eux 
pomme m, m -f- n, m -f- n p. Or, ces mêmes carrés 
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sont proportionnels aux projections dés cordes sur le dia- 
mètre BI(278) ; si donc nous abaissons les perpendiculai- 
res F' F", H' H", D'D" à cette dernière droite, nous aurons 

BF" BH" BD' 

m. ~ m +( 1 m -h n + p « 

# s • . 

ou k - , 

BF" _ F" H" _ H" D" 

m n .p 

Ainsi , les segments BF", F"H ", H "D" de BD", sont pro- 
portionnels aux droites données /n, n, p. De cette con- 
clusion, et des raisonnements qui la précèdent, résulte 
la construction suivante : 

ABCD étant le trapèze donné , prolongez les côtés laté- 
raux jusqu’à leur rencontre en I ; sur BI comme diamètre, 
décrivez une demi-circonférence; du point I comme cen- 
tre , avec DI pour’ rayon , tracez l’arc DD' ; abaissez D' D' 
perpendiculaire sur BI; divisez BD" en parties propor- 
tionnelles aux droites dônnées ( problème II') ; par les 
points de division F", H", menez F" F 1 , H"H' perpendicu- 
laires à BI ; 4u point I comme centre , tracez les arcs F',F, 
H'H; enfin, par les pointsF, II, menez les parallèles FE, 
HG aux bases du trapèze. ' 4 

Remarques. — 1 °. Si les côtés du trapèze ABCD étaient 
donnés en nombres, il serait important de pouvoir calcu- 
ler les dimensions des trapèzes que nous venons de 
construire. On parviendra facilement à ce résultat en 
déterminant, de la manière suivante, les expressions al- 
gébriques de ces dimensions. 

Nommons a cl b les bases parallèles du trapèze, c et d 
les côtés latéraux. Nous aurons d’abord 



donc BI = d — — > rt Dl =r rt ~ 

n — b a — b 

h 
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Ensuite, , BI y _ BI !_ di’= d' a -^ , 

a — b 

on» a -+- b 

BD - bT - d ~~Tâ ’ 

ID" = BI — BD" — d—^~d— — i d 


a — b 


a (a — b) 


Puis, 

D" H » = D"F" =d%±t * + . ? -. , 

a m -h n -f- p a m n p 

• ÎH == BI (ID" ■+■ D' H"), Tk — BI(ID" ■+■ D"F"). 

donc • 


III = d- 


a 

a — b 

d * 


IF = d - 


a (a — b) 

[(^y- 

b 3 

n — b a (a — b) 

="[(^y 


T-.+ rf- 


b p 


a — b m - 4 - * ~\-j> J 

.a -f- b n + p 
- d 

a m -+- n -H p 
n n — f- b n ■+■ p 


a • — b m -+- n -+-pj 
h°. Le problème que nous venons de résoudre renferme, 
comme cas particulier , celui de la division d’un triangle 
en parties proportionnelles à des droites données, par 
des parallèles à l’un des côtés. Il peut servir aussi à dé- 
composer un carré en carrés concentriques , dont les dif- 
férences soient proportionnelles à des droites données, etc. 


Problème XIII. » 

Construire un triangle équivalent à un polygone- 
donné. 

Soit, pourfixcrles idées, le pentagone A BCDE (Jig. i53), 
qu’il s’agit de transformer en un triangle équivalent. 

Par le sommet C , menons CC parallèle à la diagonale 
DB, et soit C le point de rencontre de cette parallèle 
avec le prolongement de AB. Menons CD. 
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A l'aide de celte construction , nous aurons remplacé 
le triangle BCDpar le triangle BC'D équivalent au pre- 
mier, comme ayant même base et même hauteur. Donc , 
à cause de la partie commune ABDE, le quadrilatère 
AC' DE sera équivalent au pentagone proposé. 

De même , si nous menons EE' parallèle à DA , nous 
remplacerons le triangle DEA par le triangle équivalent 
DE A. Le pentagone proposé sera donc transformé dans 
le triangle C'DE'. 

La construction est évidemment indépendante du nom- 
bre de côtés du polygone proposé. 

Remarque. — Par le problèine‘\II, on sait construire 
un carré équivalent à un triangle dohné 5 donc , a 1 aide 
des problèmes Vil et XIII, on pourra tou jours construire 
un carré équivalent à un polygone donne. 

Problème XIV. 

Construire un polygone semblable a un polygone 
donné , connaissant le rapport de simditude de ces 
deux polygones. 

1 r î Construction. — Elle se réduit à décomposer en trian- 
gles le polygone donné , et à construire une sérié de trian- 
gles semblables aux premiers ; ce qui est conforme à la 
définition* des polygones semblables (203). La méthode 
suivante est préférable. 

a 1- Cojistruction. — Soit à construire un pentagone 
semblable à ABCDE (fig. i 54), et dont les côtés soient à 
ceux de cette dernière figure , dans le rapport de n à ni. 

Menons, dans le plan du pentagone donné, une droite 

indéfinie sy. 

Par les différents sommets, menons des droites A a, 
B b, Ce,..., toutes parallèles entre elles. 

Prenons, sur les côtés d’un angle zOz , OM = m > 


1 IO 


CEOMKTRIE. 


ON = n; portons, à partir du sommet, sur le côtéOz, • 
des distancé* égales à a\, ôB,..., ae, ad, ab,... -, puis, par 
les points ainsi obtenus, menons des parallèles à MN ; elles 
couperont Oa' en des points dont les distances au point O 
seront, avec les premières, dans le rapport de « à m. 

Si donc nous portons sur une droite indéfinie x'y, des 
longueurs «V, ad , ab , , égales à celles que nous * 

venons d’obtenir, si nous faisons l’angle y' a' A' égal à 
yak ; si nous menons des parallèles à a' A', etc.; le 
pentagone A’BCD’E’ sera, comme il est aisé de démon- 
trer, semblable au pentagone proposé. 

Remarque. — La construction que nous venons d’in- 
diquer est , à quelques modifications près , celle que l’on 
emploie dans l’ Architecture , l’ Arpentage , etc. Elle 
est susceptible de plusieurs simplifications dont nous ne 
pouvons parler ici. 

Problème XV. 

Construire un polygone semblable à un polygone 
donné , et qui soit à celui-ci dam le rapport de dçux 
droites données n , m. , 

Nommons a et x deux côtés homologues dans le poly- 
gone donné et dans le polygone cherché ; nous devrons 
avoir (27H) 

io ! m 

- ; — - ; * 

» x 1 n 

donc la question est ramenée aux problèmes XI et XIV. 
Problème XVI. 

Construire un polygone X semblable à un polygone 
P et équivalent à un polygone Q. 

Soient x et a deux côtés homologues des polygones X 
et P ; nous aurons 

X _ £ 

P a' » 
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* * 

Ami de ramener celte proportion a une autre qui ait 
lieu entre des lignes, cherchons, par le- problème XIII, les 
côtés B et A des carrés équivalents à Q et P, l’équation 
précédente deviendra > 

B 1 x ’ ,, .. B x . 

* = — » ddû -j — v 

Ainsi , le côté x sera une quatrième proportionnelle 
aux droites A, B et a. 


Problème XVII. 




Construire un rectangle équivalent à,un carré donné, 
connaissant la somme ou la différence des côtés adja- 
cents. ’ ■ . 

i°. Soit AB ( fig. 1 55) la somme de la base et de la 
hauteur du rectangle. Sur cette droite , comme diamètre , 
( décrivons une demi-circonférence; menons parallèlement 
au diamètre, à une distance égale au côté du carré, la 
droite CD. Elle rentontrera généralement la demi-cir- 
conférence en deux points. Si, par l’un d’eux, nous 
menons CE perpendiculaire à AB, les côtés adjacents 
du rectangle demandé seront égaux à AE et BE. 

En effet , la perpendiculaire CE est moyenne propor- 
tionnelle entre les deux segments CE, BE (231, a°); 
donc, etc. 

2 °. Soit AB (fi g. i56) la différence donnée. Sur cette 
droite, comme diamètre, décrivons- la circonférence 
AFBE. Au point A, menons la tangente AD, égale au 
côté du carré donné. Enfin, joignons le point D au cen- 
tre C , par la sécante DFE. Les dimensions du rectangle 
cherché seront DE et DF. 

Effectivement, la tangente* AD est moyenne propor- 
tionnelle entre ces deux droites (232, 3°), dont la diffé- 
rence est AB. 
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Remarques. — i°. Nommons s la somme de la base et 
de la hauteur du rectaugle , et c le côté du carré donné. La 
droite CD (fg- 1 55) rencontrera la demi-circonférence 
en deux points, si l’on a j a; elle touchera la demi- 
circonférence si c = j s , et alors le rectangle cherché 
sera précisément le carré donné c’. Enfin , si l’on a 
q > j s , la droite CD sera extérieure à la circonférence , 
et le problème sera impossible (158). 

a°. On conclut de cettç discussion , ce théorème d'a- 
rithmétique : 

Le produit de deux facteurs dont la somme est con- 
stante, est le plus grand possible , lorsque ces facteurs 
sont égaux. 

3°. L’équation générale du second degré 
x ! px -H (j — o, 

prend, si l’on met en évidence les signes <hbp et de q, les * 
quatre formes suivantes : 

(i) x 1 -+• px q — o, (a) x ! — px -+- q — o, • 

(3) x* ■+■ px — q — o, (4) X> — px — q Se o. 

Si l’on change x en — x , les équations (i) et (3) se 
changent dans les équations (a) et (4)- < 

Donc l’équation générale du second degré peut toujours 
se ramener à l’une ou à l’autre des équations (a) et (4), 
lesquelles peuvent être "écrites ainsi : 

* 

(5) xQp — x) = q, (6) x(x — p) =+q. 

Dans l’équation (5), la somme des facteurs x, p — x 
est p, et leur produit est q.. 

Dans l’équation (6), la difl’érence des facteurs est p, et 
leur produit est q. 

Nous voyons donc que les deux problèmes résolus ci- 
dessus reviennent à la résolution d’une équation du se- 
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coud degré; et que réciproquement, on peut, par de» 
constructions graphiques très-simples, trouver les racines 
d’une équation du second degré. 

• Problème X V III . 

Construire un quadrilatère inscriptible , connaissant 
ses quatre côtés. 

Supposons le problème résolu, et soit ABCD i5y) 
le quadrilatère, dont les côtés sont donnés. Les angles 
opposés ADC, ABC étant supplémentaires (192), le pre- 
mier d’entre eux est égal à l’angle CBx, que forme CB 
avec le prolongement de AB. D’après cette observation , 
si nous construisons, sur CB considéré comme homologue 
de CD, un triangle CBE semblable à CDA , la position du 
point E sera déterminée par les éléments du problème : en 
effet . les triangles CDA , CBE donnent la proportion 

CD DA 

CB ~ BE’ 

dans laquelle les trois premiers termes sont connus. 

La similitude des mêmes triangles donne encore 

CA DA 

CE ~ BE 

Ainsi , les distances du sommet C aux points fixes A, E 
sont entre elles dans le rapport de deux droites con- 
nues. Cette conclusion indique que le point C appartient 
à une circonférence dont le centre est situé sur AB (227); 
d’ailleurs , ce même point se trouve sur la circonférence 
décrite du point B comme centre , avec BC pour rayon ; 
donc , pour construire le quadrilatère : 

Prenez, sur une droite indéfini» xy {Jig. i58), une 
distance AB = portez-, à partir du point B, une lon- 
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gueurBE, quatrième proportionnelle aux cotés c, b, d. 

Prenez sur xy deux points F, G, tels que l'on ait 

AF AG 

FE ~ GF, — BF. ’ 

OU 

AF AG c 

FË GË = b 

Sur FG comme diamètre, décrivez une denii-circonfé- 
rence ; puis, du point B comme centre, avec b pour 
rayon , tracez un arc qui coupe cette ligne au point C : 
ce point sera un sommet du quadrilatère. Le reste s’a- 
chève facilement. 

jNous laissons au lecteur le soin de démontrer que le 
problème est toujours possible si le plus grand côté est 
moindre que la somme de tous les autres. 

^ous l'engageons aussi à examiner les cas particuliers 
dans lesquels deux ou plusieurs des côtés donnés devien- 
draient égaux'entre eux. 

Problème XIX. 

Par un point donné \(fig. 109), mener une droite 
qui passe par le point de concours de deux droites BC , 
DE , que l’on ne peut prolonger. 

Ce problème , utile dans le dessin graphique , se résout 
facilement comme il suit : 

Menez arbitrai renient deux parallèles FG, F G' ren- 
contrant les droites données; par le point F*, menez F'A' 
parallèle à FA ; de même , par le point G', menez G'A' 
parallèle à GA. Les deux droites F'A', G'A' se rencontrent 
en un point A'; et, si vous menez AA', cette droite pas- 
sera par le point de concoursü des deux droites données. 

11 est aisé de justifier cette construction. 
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Problème XX. 

Mener une tangente commune à deux cercles donnés. 

Soient O, ü'( fi g. 160) les deux cercles, et soit AB une 
droite qui les touche aux points A, B. Menons les rayons 
OA, O'B : ces droites, perpendiculaires à AB, seront 
parallèles entre elles. De plus, si, par le centre O', nous 
menons O'E parallèle à AB , ijious connaîtrons , dans le 
triangle rectangle OEO', l’hypoténuse OO' et le côté OE, 
égal à la différence des rayons OA , O 1 B. 

De là, la construction suivante : 

Sur la distance OO' des centres, comme diamètre, décri- 
vez une circonférence OEO'E'. Du pointO, centre du plus 
grand des deux cercles, décrivez, avec un rayon égal à 
la différence des rayons donnés, une nouvelle circonfé- 
rence. Elle coupera la première aux points E, E'. M étiez 
OE,OE', qui rencontrent la circonférence O aux points 
A, A'. 

Menez aussi, par le centre 0 \ les droites O'B, O'B', 
respectivement parallèles à OA , OA'. Enfin , tirez AB , 
A'B' : ces droites seront tangentes aux cercles donnés. 

Remarques. — i°. La construction qui vient d'être in- 
diquée donne les tangentes extérieures. En remplaçant la 
circonférence EE' par une circonférence FF', décrite du 
centre O , avec un rayon égal à la somme des rayons don- 
nés, on obtiendra les tangentes intérieures CD, C D'. Le 
problème proposé est donc , en général , susceptible de 
quatre solutions qui peuvent , dans certains cas parti- 
culiers , se réduire à un plus petit nombre : il est impos- 
sible, si les cercles donnés sont intérieurs l’un à l’autre. 

a°. Les tangentes extérieures AB, A'B' rencontrent la 
ligne des centres en un même point G; et les tangentes 
intérieures CD, CIÏ rencontrent cette droite en un point 
H. Cela étant, nommons R, R' les rayons des circon- 

8 . 
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férences, et d la distance des centres ; nous aurons, dans 
les triangles OAG, O'BG, 


R 

R 7 


OG 

OG 


d’où 


ou 

OG = d 


R 


R' 


R 

R 


d 

ÔG ’ 


R — R' 

De la même manière, les triangles OCH, O' DH donnent 


R 

R' 


OH 

(VH’ 


OH 


R' 


d’où 


OH = d. 


R 

R 


d 

ÔH ; 


R' 


Ainsi , les distances OG , OH peuvent s'obtenir par 
des troisièmes proportionnelles; ce qui fournit une autre 

construction du problème. 

• _ . R OGR OH, 

3 °. Les proportions —, = —, = donnent 


OG 

O'G 


OH 

O'H 


Ainsi , la droite OO' est partagée aux points G , H de 
manière que les deux segments additifs OH, HO' sont 
proportionnels aux deux segments soustractifs OG, O'G ; 
c’est-à-dire que les deux systèmes de tangentes divisent 
harmoniquement la distance des centres ( 226 , i°). 

Problème XXI. 

Décrire une circonférence tangente à une droite donnée 
AB (Jig- 161), et passant par deux points donnés C,D. 

Supposons le problème résolu; et soit O la circonfé- 
rence cherchée , touchant AB en E. Le problème se ré- 
duit à la recherche de ce point de contact. 

Si les points C, D étaient situés sur une parallèle à AB , 
le point cherché E appartiendrait évidemment à la per- 
pendiculaire élevée sur le milieu de CD. Laissons donc 
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de côté ce cas particulier, et soit F le point où la droite 
CD rencontre AB. 

Alors FE et FD sont une tangente et une sécante issue# 
du même point ; donc (232, 3 U ) FE est moyenne propor- 
tionnelle entre FD et FC. De là, la construction suivante : 

SurFD, comme diamètre , décrivez une demi-circon- 
férence. Au point C , élevez la perpendiculaire CG à FD ; 
et du point F comme centre, avec la distance FG pour 
rayon, tracez un arc qui coupera AB en un point E; etc. 

Remarque. — La corde FG peut être portée à droite 
ou à gauche du point F ; donc le problème admet généra- 
lement deux solutions. 

Problème XXII. 

Décrire une circonférence tangente à deux droites 
données , et passant par un point donné. 

Ce problème se ramène facilement au précédent. 

Problème XXID. 

Décrire une circonférence qui touche une droite et une 
circonférence données , et qui passe par un point donné. 

Soient AB, C, O (fg* 162) la droite, le point , et le 
cercle donnés; soit O' la circonférence cherchée, qui 
touche en un point inconnu H la circonférence O. Me- 
nons DOEF, O'G perpendiculaires à AB; menons aussi 
HI), HG. Soit enfin I le point où la droite CD rencontre 
la circonférence cherchée : si ce point était connu, le 
problème serait ramené au problème XXI. 

Dans les deux triangles isoscèles DOII, GO'H, les an- 
gles O, Cf sont égaux comme alternes-internes; donc ces 
deux triangles sont équianglcs; et comme OHO' est une 
ligne droite (172) , les deux angles égaux DUO, GHO' au- 
ront leurs côtés HD, HG en ligne droite. 11 suit de là que 
si nous menons HE, cette droite, perpendiculaire à HD, 
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sera aussi perpendiculaire à HG , et que le quadrilatère 
GHEF, ayant deux angles opposés supplémentaires, sera 
iascriptible (193). Donc les quatre points II , E, F, G 
appartiennent à une même circonférence. 

Actuellement , les deux sécantes DF, DG donnent 
DF X DE = DG X DH. 

De même , les deux sécantes I)G, DC donnent 
DG X DH = DCX DI. 

Par suite, 

DF X DE = DC X DI. 

Cette conclusion nous apprend que le point I , situé sur 
la droite DC , se trouve aussi sur une circonférence pas- 
sant aux points C, E, F. 

U est facile de voir que le problème admet générale- 
ment quatre solutions. 

Problème XXIV. 

Trouver, sur une droite donnée AB {J‘g- i63) , un 
point également distant de deux points donnés C, D. 

Élevons sur le milieu de CD la perpendiculaire EM ; 
elle rencontrera AB en un point M qui satisfera évidem- 
ment à la question. • 

Ce problème très-simple va nous fournir un premier 
exemple d’applications numériques , dont nous ne nous 
sommes pas encore occupés. 

Supposons que les positions des points C et D soient 
déterminées par les distances CC' = c, DD' — d, 01 D' = a. 
Abaissons du milieu de CD la perpendiculaire EE' sur 
AB, et prenons pour inconnue la distance E'M = x. 

Si nous tirons DF parallèle à AB , les deux triangles 
DFC, EE'M seront semblables comme ayant les eêtés 
perpendiculaires, chacun à chacun ; donc 
DF _ CF 
£1? ~ E'M’ 
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a c — d (c — rf)(c -+- d) 

ÿ(c -| - d) x 2 a 

Prenons, pour application 

CC' =c = 9 “,27, DD'=rf=4 m ,i3, C'D' = a= a“,35. 
En substituant dans la formule précédente , nous trouve- 
rons 

* = x _ g8 ’ 8 7 6 _ ,4,654- 
4,7 4.7 

Ainsi, la distance E'M sera, à moins de un millimètre , 
14“, 654- 

Remarque. — Dans cet exemple , bien que les lignes 
fussent exprimées en fonction d’une unité concrète , 
nous avons opéré sur des nombres abstraits. Il en est de 
même dans tous les calculs : on n’opère jamais que sur 
des nombres abstraits. 

Problème XXV. 

Trouver , à moins de un centimètre carré , la surface 
d’un triangle dont les "trois côtés sont respectivement 

27 ”, i3, 19 ”, a4, 4o”,i4- 

La formule qui donne l’aire, d’un triangle en fonction 
des côtés est (287) , 

T = \jp(p — a)(p — b)(p — c). 

Nous aurons, dans l’exemple proposé, en prenant pour 
unités de longueur et de surface le mètre linéaire et le 
mètre carré , 

/i = 27,13 p — a = 16,125 

b = 19,24 p — b — 24,Ol5 

c = 4° , 1 4 P — c •— 3 , 1 1 5 

2 p = 86, 5i 
P= 43,255 

T = v 43,255 X 16,125 X 24 ,oi 5 X 3, 11 5. 
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En opérant par logarithmes, nous aurons^ ensuite 
log {> =i ,636o363 

l°g(/> — a) = 1,2074997 
log(/> — b) = 1,3804826 
log(/J — c ) = 0»493458i 
4,7174767 

~ = 2,3587283 logT 
T = 228,4170. 

Ainsi , la surface du triangle sera, à moins de un dix- 
millième de mètre carré, ou à moins de un centimètre 
carre , 228 m - c - ,4170. 

Problème XXVI. 

Trouver la surface d'un terrain A A' A". . . {fi g- «24), 
d'après les mesures suivantes : 


b — 7 m , 23 , 

b' = 19™, 37, 

6*=4o B , i5, b” — 63 ", 7 1 , 

b"= 52 ”, 45 , 

b r = 18”, 40; 


a — 3 o m , 17, 

a' = 37”, 1 5 , 

a " =29”, 18, a " = 3 i”,I 7 , 

a "— 12”, 35 , 

a ’ — io”, 65 . 



En appliquant la première forpiule du n° 255, et pre- 
nant le mètre carré pour unité de surface, nom aurons, 
P étant l’aire du terrain, 

2P = 67,3ax 12, 14 + 66, 3^1 X 20,78 + 60,35x23, 56 

— 43,52 X 1 1,26 — 23,00 x 34,o5 — 40,82 X 1 1,17 
= 817,2648+ 1378,3374 + 1421,8640— t 49°>°352 

— 783 ,i 5 oo — 455,9594 

= 3617,4662— 1729,1446 = 1888,3216 1 
P = 944,1608. 

Ainsi , la surface du terrain serait de 944" ,,c- » 1608. 

Fl» nt> LIVRE TROISIÈME. 
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POLYGONES RÉGULIERS, ET MESURE DU 
. CERCLE. 


PROPRIÉTÉS DES POLYGONES RÉGULIERS. 

291. On appelle polygone régulier celui qui est à la 
fois équianglc et équilatéral. 

Ainsi, un triangle équilatéral , un carré, sont des po- 
lygones réguliers. 

De cette définition résulte immédiatement la consé- 
quence suivante ; 

292. Deux polygones réguliers d’un même nombre 
île côtés sont semblables. 

En effet, les côtés sont proportionnels, chacun à cha- 
cun , et les angles sont tous égaux (138). 

Tuforèhe I. 

293. Tout polygone régulier est , i° inscriptible à une 
circonférence ; a” circonscriptible à une circonférence. 

i°. Menons les bissectrices AO, RO (fg- 164 ), des an- 
gles A et B du polygone régulier; joignons le point O, 
où ces lignes se coupent, aux sommets C , D, E, . . . Je 
dis que toutes les droites OA, OB, OC, . . . sont égales. 

Les côtés du polygone étant tous égaux entre eux, et 
OB étant la bissectrice de l’angle B, les deux triangles 
ABO, CBO seront égaux, comme ayant un angle égal, 
compris entre deux côtés égaux. Mais ABO est isoscèle, 
donc CBO le sera pareillement; donc OC =OB = OA. 
De plus, OC sera la bissectrice de l'angle BCD. 
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Le même raisouuemeul esl applicable aux deux trian- 
gles OBC, OCD ; et ainsi de suite. Donc , la circonférence 
décrite du point O comme centre, avec OA pour rayon , 
passera par tous lès sommets du polygone régulier. 

2 °. Les triangles AOB, BOC,... étant isoscèlcs et 
égaux, leurs hauteurs OM, ON, OP sont égales; donc la 
circonférence décrite du point O, avec OM pour rayon, 
touchera tous les côtés , chacun en son milieu. 

294. Le point O , centre commun des circonférences 
inscrite et circonscrite, est appelé centre du polygone. 

Le rayon OM du cercle inscrit, est l'apothème. 

295. Remarque. — Dans deux polygones réguliers 
d’un même nombre de côtés , les rayons des cercles cir- 
conscrits sont des droites homologues (218). U en est de 
même des apothèmes. Donc 

Les périmètres de deux polygones réguliers d'un 
même nombre de côtés sont entre eux comme les rayons 
des cercles circonscrits , ou comme les apothèmes . Les 
aires de ces polygones sont entre elles comme les carrés 
des mêmes droites. 


Théorème I). 


296. Le côté du carré est au rayon du cercle circon- 
scrit , comme s/a est à i. 

En effet (fig* i65), la diagonale du carré est évidem- 
ment un diamètre du cercle circonscrit; donc (267), 

AB _ i AB _ 

AO i v/î °* i 


297. Scolie. — Soit c le côté d’un carré, soient R le 
rayon du cercle circonscrit, et « 1 apothème ; 

r = R. v ,? -> " — t R V' 2 - 
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Théorème 111. 

298. Le côté de V hexagone régulier est égal au rayon 
du cercle circonscrit. 

Dans le triangle isoscèle AOB (Jig- 166 ), l’angle AOB 
étant Y angle au centre de l’hexagone, a pour valeur j ou j 
d'angle droit. Donc 



Le triangle AOB est donc équiangle, et AB — AO. 

299. Menons l’apothème OM ; nous aurons 

ÔM = Ôa’— AM’= | OÂ’. 

On déduit de là , en désignant OA par R, et OM par a , 

a = iRy'Â 

Théorème IV . 

300. Le côté du triangle équilatéral est au rayon du 
cercle circonscrit, comme JS est à î. 

Joignons , de deux eu deux , les sommets de l’hexagone 
par les cordes AC, CE, EA {fig- 1 66 ); ces droites sont 
égales, eomme sous-tendantes d’arcs égaux; donc le 
triangle ACE est équilatéral. De plus, la figure ABCO est 
un losange; donc 

AC - ?.AG = 2OM, 
ou 

c = R^3- 

301 . L apothème OG est la moitié de OB; donc 

« = |R. 


\ 
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Théorème V. 

302. Le côté du décagone régulier est égal à la plus 
grande partie du rayon du cercle circonscrit , partagé 
en moyenne et extrême raison. 

Soit AB ( Jig . 167 ) le côté du décagone régulier in- 
scrit dans le cercle dont le rayon est AO. 

, 0.^ 2 i Ad 

L’angle O a pour valeur y ; et l’angle ABO , — — 1 = y. 

Ainsi , dans le triangle isoscèle ABO , l'angle à la base 
est double de l’angle au sommet. D'après cela, si nous 
menons la bissectrice BC , le triangle BCO sera isoscèle , 
et les triangles ABO, ACB, ayant un angle commun et 
un angle égal , seront semblables. Donc 

AC _ AB 
AB — AO 

Mais comme AB = BC = CO , la proportion précé- 
dente devient 

AC CO 
CÔ — AO 

Sous celte forme, on voit que le point C partage AO 
en moyenne et extrême raison; donc, etc. 

303. Scolie. — Soient c le côté du décagone régulier, 
R le rayon; on aura ( Problème VI, livre 111) 

c = *R (y'ô - .}. 

Quant à l’apothème, 

a'= R : — |c’ = R>— i<Jl) = -rïR’lio + avÆ); 

don 


a = -jRyio -t- 2 V5. 
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Théorème VI. 


304. Ze carré du côté du pentagone régulier inscrit 
égale le carré du côté du décagone régulier, plus le 

carré du rayon. 

Soit AB (Jig. x6‘8) le côté du pentagone. Menons le 
rayon OC, perpendiculaire sur AB : AC , CB seront deux 
côtés consécutifs du décagone régulier. 

L’angle au centre AOB = fr ; donc ABO = ~ 

5 20 

Par suite, si nous menons la bissectrice OE de AOC, 
nous aurons 

3 rf 

angle BOE = •£ - 4 - A = _ — ABO. 

Ainsi, le triangle OBE est isoscèle, et semblable à ABO 
(210). Nous aurons donc 


BE 

BO 


BO 

AB’ 


ou BO = AB X BE. 


D’un autre côté, si nous menons EC, le triangle AEC 
sera isoscèle et semblable à ACB; donc 

AE AC 

AC = ÀB’ ° U AC = AB X AE- 
Ajoutant ces équations, on obtient 

Bo’ -4- ÂC = AB (AE + EB), 
ou 

BO -4- AC = AB . 

305. Scolic. — Nommons c le côté du pentagone ré- 
gulier, nous aurons (303) 

c* = -tR’ (6 — 2 Jl) -4- R> = 4R> (io — 2 y^5); 

donc 

c = ;R\/lO 2 \J%. 

L'apothème a pour valeur 

a = )R(^5 + i). 
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Théorème Vil. 

* 

300. L' arc sous-tcnciu par le côté du pentédccagone 
régulier inscrit est la différence des arcs sous-tendus 
par les côtés de l'hexagone et du décagone. 

En effet , ces arcs sont respectivement j et ~ de la 
circonférence 5 et ^ = j — 7 ;. 

307. Soient AC et AB ( fig . 169 ) les côtés du déca- 
gone et de l’hexagone inscrits. La corde BC sera le côté du 
pentédécagone. Menons le diamètre AOD et les cordes 
BD, CD. Le quadrilatère inscrit ACBD donne (282) 

AB X CD = AD X BC + AC X BD. 

AB = AO = R. Les cordes BD, CD sont les doubles 
des apothèmes de l’hexagone et du décagone ; ainsi 

BD = R v/3, CD = i R Vio +2 v/5. 

En substituant ces valeurs dans l’équation précédente , 
nous aurons , c étant le côté cherché , 

f R’ \/ 1 o 2 \/5 = 2 Re -)- •) R 1 — 1 ), 

ou 

c = R (v 1 o -+- -xfô + fê — V^s)- 

Théorème VIII. 

308. L'aire d'un polygone régulier est égale à son pé- 
rimètre, multiplié par la moitié de l'apothème . 

D’après le théorème I , le polygone régulier est décom- 
posable en triangles isoscèles égaux , ayant pour bases les 
côtés du polygone. En désignant par c l’un de ces côtés , et 
para l’apothème, l’aire de chaque triangle sera A ca. Si 
donc le polygone a «côtés, son périmètre p sera égal à 


/ 
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ne ; et comme f ca X n = en X = p X Ja, on aura 


P = p X T fl . 

P étant l'aire (lu polygone. 

309. En appliquant ce théorème aux polygones régu- 
liers examinés ci-dessus, 011 trouve: 
i°. Triangle équilatéral : 

n = 3 ; P= 3 Rv/ 3 x|R, ou P = |R’vÆ; 

a°. Carré : 

« = 4 ; p= 4 Rv^XtRv , 2 > ou p = ?.r>; 

3°. Pentagone : 

n — 5 ; P = 5 .yR Vto — 2 v ^5 X7R (^ 5 -f- 1) • 

= 7 i r R^(io- 2v ^)(6-4-2 V /5), 

OU 

P=iR’Vto4-2 V '5; 

4°. Hexagone : 

/i = 6; P = 6 RXtRv/ 3 , ou P=iR'^ 3 ; - 
5°. Décagone : 

n — 10; P= lo.-jR (y ^5 — i)x|R V<o-+- ay/S 

= |R*V(io -+- a s/5) (6- 2 vfê)> 

ou 

P = 7 R 3 V 1 o — 2 v /5 » 
etc. 

310.. Ces formules donnent, pour n = 3, w = 4* 
n = 5, « = 6, n = 10 , . . ., 

P = R 1 X 1,2990..., P = R’ x 2, P = R ! X2.3776..., 

P = R 3 X 2,5980..., P = R 1 X 2,9389... 

O 11 voit, à l’inspection de ces valeurs approchées, que 
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P augmente avec n. Cette propriété est généralisée dans 
le théorème suivant. 

Théorème IX. 

311 . L'aire d'un polygone régulier, inscrit dans un 
cercle donné, augmente avec le nombre des côtés du po * 
lygone; 

Autrement dit : 

De deux polygones réguliers , inscrits dans un meme 
cercle, celui qui a le plus grand nombre de côtés est le 
plus grand en surface. 

Soient AB, AC (fg- 170) les côtés de deux polygones 
réguliers, l’un de n côtés, l’autre de n -f- 1 côtés, inscrits 
dans un môme cercle de rayon AO. Menons BO et CO. 

Le premier polygone se compose de n triangles, égaux 
à ABO , et le second polygone se compose de n t 
triangles, égaux à ACO. Cela étant, je dis que l’on aura 

(n -+- t) ACO > «ABO. 

Les deux triangles ABO, ACO ayant môme base AO , 
sont comme leurs hauteurs BB', CC' , et l’inégalité précé- 
dente revient à 

(» -t- 1) CC' > «BB', 

ou , en projetant B et C sur le rayon perpendiculaire à OA, 
CC' > «B"C". 

Les arcs AB, AC sont respectivement - et — - - de la 
circonférence; donc 

arc BC = ; = —, ; — 7 

« « -t- 1 »(« -+- 1) 

de cette môme circonférence, et 

««BC = arc AC. 
n 


t 
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Portons l’arc PC sur l’arc AC, et soient D, E, . . . les 
points de division. En projetant ces points, nous aurons, 
ainsi qu’il est aisé de le prouver, * • <"» 

* C* D" > B"C", ^ 

1 D"E" > B"C", 

* *• •* * ; • j 

d'où, en ajoutait, -- 

C"0 > «B"G", ou enfin CC' > »B"C". . 


♦ .1 




V .£■ 

* m 

fl 


» > 


Théorème X. 

4 ^ M| • a • * • I 

0| ^ ^ „ 

312. Le. périmètre d'un polygone régulier, inscrit dans 

un. cercle donné, augmente avec le nombre des côtés du 


polygone. * 

AB étant le côté d’nn polygone régulier de n côtés, soit 
P„ le périmètre de cette figure. 

Divisons l’are \B( fig. tyijendeux parties égales par * * 
le rayon OC, et menons AC, qui sera le côtédupoly- r . * ' 

gone de an côtés. Soit P,„ l’aire dc'ce polygone. 

On a p„ = nAB. D’ailleurs , le quadrilatère ACBO a / 1 

pour mesure j AB X OC = j R X AB ; donc **, 


; u 


P* = -} R X «AB. 
?. 


^ Ces valeurs donnent p„ — ^ P,„. ‘ 

Nous venons de voir que P.„ augmente avec n ; de plus. 


le facteur 5 est constant; donc, etc. 
K 


PROBLÈMES SUR LES POLYGONES RÉGULIERS. 
Problème I . 


Ai - • 
*** ¥ 




313. Connaissant le côté d’un polygone régulier in- 


sent , et le rayon du cercle, trouver le côté du polygone 


régulier inscrit , d un nombre double de côtés, — bit né- 


*■ * 


ciprbquement . 


»** 


J • 9 „ îï 

M» » 


t 


£*fr- 
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i°. Nous venons d'indiquer la solution graphique de 
cette question. Il reste à trouver une relation enta; AB 
» ét AC (Jig. 17 1). 

Or, le triangle AO('. donne ( 200 , i°) * 

* 

» ÂC — AO -+• oc’— ?.OC X OD; 

c’est-à-dire, en faisant OC = R, AB ~c, AC = c', 
c” = 2 R 1 — ?R v/îl*. — ; c« , 

ou • 

* ' C"= 2 R(R Va* — Ae*). « 

. * ' V • , 

Cette formule donnerait, étant résolue par rap- 
port àe, • ‘ . . .. 


r — g- v'4®’’ — <’• 

• • J «fc f * *. 

314 . Remarqua sur les poly gones réguliers qui peu- 
vent être inscrits au cercle par des procédés géomé- 
triques. 

Nous avous vu précédemment qu’étant donné un cer- 
cle, 011 peut y inscrire les polygones réguliers suivants : 
triangle et hexagone ; carré; pentagone et décagone; 
pentédécagone. Nous avons même trouvé, en fonction 
du rayon , les valeurs des côtés de ces figures. Or, par 
le problème qui vient d’être résolu, on saura toujours, 
connaissant le polygone régulier inscrit de n côtés, trou- 
ver celui de 2 n côtés. Par conséquent, en employant 
la règle et le compas, on peut inscrire dans le cercle les 
polygones réguliers de ’ '• 


3 , 

fii 

12, 

24, 

oc 

côtés ; 

V 

•’ 4 , 

8 , 

16, 

32 , 

64,... 

côtés ; 

5 , 

10, 

20, 

40, 

<80,... 

côtés ; 

» 5 , 

3 o, 

60', 1 

120, 

240,... 

côtés. 

d’auti 

% 

e* 

polyg: 

ones 

réguliers inscriptibles au 
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cercle par des opérations graphiques; mais nous n’en 
pouvons parler ici. 

Problème II!* 

dlS. Connaissant le côté d’un polygone régulier in- 
scrit, et le rayon du cercle , trouver le côté du polygone 
semblable circonscrit. — Et réciproquement. 

i°. Soit AB= c (/«£. 17a) le côté donné. Abaissons 
OE perpendiculaire sur AB; par le point E, menons une 
parallèle à AB, et soient C, D les points où cette paral- 
lèle rencontre les rayons OA, OB prolongés. CD = C 
sera le côté du polygone circonscrit , semblable au poly- 
gone inscrit dont AB est le côté. 8j 
On â 

CD OE » _ R 

AB ^ OF’ d ° U C ~ C ^ 

2 . Pour obtenir c, connaissant C, j’observe que les 
triangles ABO, CDO donnent aussi 


4êm 


t4 

f • 


f . 


m 


ab a ° 

CD ~ CÔ’ ‘ OÙ r : 


R 


v'R’ 




valeur qui peut être déduite de l’autre formule. 

Problème III. 

316. Connaissant le côté d’un polygone régulier cir- 
conscrit . et le rayon du cercle, trouver le côté du poly- 
gone régulier circonscrit, d’un nombre double de côtés. 
— Et réciproquement. 

i°. Soit AB = C ( jig . i 7 3) le côté donné*, touchant 
la circonférence O au point C. Menons AO, BO. CO. 
Divisons les angles égaux AOC, BOC chacun en deux 
parties égales, par Jes droites OD, OE. Le côté cherché 

U- 



* « 


V* ♦ 1 


" ? •' ’ * ^Bigil^by-CpüQfe* 

• - r|: ‘ 


v 


•4 


l3a GÉOMÉTRIE. - 

sera DE ; et si nous menons EF , cette droite , tangente 
en F à la circonférence, sera la moitié de DE '= C'. , 
Les triangles BEF, BOC, évidemment équiangles, 

donnent , ' * , 

- EF RF 
CO — BC ’ * 

- / 

R 


ou 


R 


vTv 1 


iC 


ou enfin 


„ _ 4 r(v'r : -+- je» — R) , 
£ 


C' = 


2 °. Cette formule donne, étant résolue par rapport 

à C, ‘ f • * 

• 8 R ] C' 

“ 4R» fl C'* ■ 

• • : • 

Problème IV. 

■> ; 

317. Connaissant les côtés c ctC de deux polygones 
réguliers semblables , l'un inscrit , l'autre circonscrit; dé- 
terminer les côtés c et C des polygones réguliers inscrit 
et circonscrit , d'un nombre double de côtés. 

Soient (j fig- i73),FG =c, AB = C, GC=c,DE = C. 
i°. La droite OD, bissectrice de l’angle AOC, donne 


(225, i°) 

a* 

* 

* 

• • 


- 


AD _ 

AO 

AO _ 

AB 

4 

* 

d’où 

CD — 

* » < 

CO 

GO 

gf’ 

\ ’ 



AC _ 
CD — 

AB 

•if- CrF ► 

~gf7* " 





* ‘ ’ » 

Cette dernière proportion donne , eu doublant la valeur 

de CD, 

C' = C.^~— - 
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a 0 . En prolongeant CO jusqu’en I, on a (229, a°) / 

■ CG — CH X CI = aCH X CO. : 

Mais les triangles rectangles CHG, CDO sont sembla- 
bles, comme ayant les côtés perpendiculaires; donc 

C _ GH. ' . 

CD ~ CÔ ’ 

par suite, 

Cg’= aGH X~"CD = GF X CD. 


■Êk 

# 


«• , 
r*É'»r 


La seconde formule cherchée est donc 


m*:"W 

j Æ 

K 1 -i Jfl 


e'* = i-cC'. 


318. (Nommons P et p les périmètres des polygones 
auxquels appartiennent A11 et GF, et soit n le nombre 
de leurs côtés. Désignons de même', par P' et p, les péri- 
mètres des polygones dont DE et GC sont deux côtés. 
Nous aurons évidemment 




P nC, p = ne , V p' = inc' ; 

et par conséquent 


*• 


véî 


*îv? 


p ' =-p^7 ; ’ 


• # A- 


PnOBLÈME V. 


319. Connaissant le rayon et V apothème cT un poly- 
%gone régulier P, trouver le rayon et V apothème d'un 
polygone régulier F isopérïmétre, et d’un nombre dou- 
ble de côtés. 

Soien )(fig. 174 ) AB le côté, AO le rayon, OC l’apo- 
thème de P. 

Le polygone cherché P*, de même périmètre que P, 
devant avoir deux fois autant de côtés que ce dernier, il 
est clair que le côté de F doit être moitié de AH. De 


« s 


* 


vr. 
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plus, l’angle au centre, dans le polygone F, doit être moi- 
tié de AOB. •.* 

D’après ces deux observations , si du point O comme * 
centre, avec AO pour rayon, nous décrivons une circon- 
férence; si nous prolongeons CO jusqu’en O', et si nous 
menons AO' et BO' ; AO B sera l’angle au centre pour F. 
Déplus, en abaissant OA', OB perpendiculaires respec- 
tivement sur AO', BO , les points A', B' seront les mi- 
lieux de ces dernières droites ; donc. A' B', égale et paral- 
lèle à AC , sera le côté du polygone F, dont A'O' et C'O' 
seront le rayon et l’apothème. 

Soient AO = R, CO = r, A'O' = R', C'O' = r' : il ' 
s’agit de calculer R' et r, connaissant R et r. 

En premier lieu, j’observe que le point C est le mi- 
lieu de CO'; donc 

r> = |CO' = | (CO -H 00' )'=: .* (R -4- r). 

% • • 

Secondement, dans le triangle rectangle O A'O', le côté 
A'O' est moyen proportionnel entre OO' et C'O'; par 
suite, R' = VRr'. 

Les formules cherchées sont donc 

I 

r> =; |(r + R), R' = • * * 

% V * 

. Ainsi : i° Le nouvel apothème est une moyenne par 
différence entre F ancien apothème et l'ancien rayon; 
a° le nouveau rayon est une moyenne par quotient 
entre l'ancien rayon et le nouvel apothème. 

\ 

320. Remarques. — i°. L’apothème r est moindre 
que le rayon R ; or, la moyenne par différence r est 
comprise entre ces deux quantités; donc 

r' >, r, et / < R. 

i « , • 

a°. La moyenne par quotient entre R cl r est com- 
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• prise cuire ces deux quantités ; donc, à cause de r'< R, 

f o V . #*JOjrJr ' ABa * 

3°. Soit /// le point où la droite DO' rencontre la cir- 
conférence décrite du point O' comme centre, avec A'O' 
pour rayon ; ce point divisant l’arc A'B'en deux parties- 
** *• égales, la droite A tn sera la bissectrice dp l’angle OA' IV. 
Ou aura donc ' • 

' i ' '* mC _ K'C 

. «o FÔ’ 

\ * 

et comme A’C' est moiudre que A'O , on aura 


mC r mO; 


puis , 
ou enfin 


me; < tc'o, ou mC < tL>c, ; 

R ' - r' < |(R - r). 

321. En résumant ces trois remarques, nous dirons 


que : 


i”. Le second apothème est plus grand que le pre- 


mier : 


a". Le second rayon est plus petit que le premier j 
3°. La différence entre le second rayon et le second 
apothème est moindre que le quart de la différence 
entre le premier rayon et le premier apothème. 

. m . * e 

AIRE DU CERCLE, ET LONGUEUR DE LA 
CIRCONFÉRENCE. 

i k . 

322. Avant de passer à l’objet de ce paragraphe, il 
convient de généraliser nos idées relativement aux lon- 
gueurs des lignes, aux aires des figures , et d’examiner ce 
que signifient ces expressions, quand on veut les appli- 
quer aux figures terminées par des lignes courbes. 

Pour plus de simplicité, considérons un triangle ABC 
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(fig- 175). -N ous avons trouvé, dans le livre troisième, 
qup l’aire de ce triangle est égale à la moitié du produit 
des nombres abstraits qui représentent respectivement sa 
base AH et sa hauteur CD. . • \ 4 

Nous sommes parvenu à cotte conclusion en démon- 
trant qu'un triangle est la moitié du rectangle de même 
'base et de même hauteur, et en obtenant, en premier 
lieu, le rapport de ce rectangle au carré pris pour unité. 
Le théorème sur la mesure des triangles exprime donc 
que si l’on couvrait , par des figures toutes égales entre 
elles, le triangle ABC et le carré PQRS (Jîgl 1 76) , et si 
la commune mesure était contenue tu fois dans le trian- 

_ # . T. ^ v *■« " 

gleetu fois dans le carré, pu aurait ♦ » 

; ab en * 

’ PQ " PS ' ‘ . 


ni 

n 


Or, on conçoit qu'il n’est pas toujours possible de re- 
couvrir deux polygones avec des figures toutes égales 
entre elles. Par suite de cette impossibilité, on est obligé 
. de se représenter d’une autre manière la comparaison de 
ces polygones; et, alors, on arrive nécessairement à la 
considération des limites, considération que nous avons 
déjà employée. • , . ... ' • 

Admettons, pour abréger, l’expression de l’aire du 
rectangle. Partageons la hauteur CD ( Jig . 1 ^ 5 ) en un 
nombre n départies égales; par les points de division, 
menons des parallèles à la base ; puis , achevons les rec- 
tangles EFGH, EF GH,. . . . 

Nous pourrons trouver l’aire a de la somme de ces rec- 
tangles. 

Si nous divisons la hauteur CD en un nombre n de 
parties égales , moindres que les premières (en prenant, 
par exemple , n = 2/*), nous obtiendrons une aire a . la- 
quelle sera plus grande que a. 
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En continuant de la même manière, nous obtiendrons 
une série de nombres a, a', a ,. . . qui augmenteront in- 
définiment, et qui, comme nous le vérifierons tout à 
1 heure, tendront vers mie certaine limite A. Or, cette 
limite est ce que nous prendrons pour définition de l’aire ' 
du triangle ABC. 

, « 23 . Pour justifier cette définition, et pour démon- 

trer, dans ce cas très-simple, que l’aire de la. somme des 
rectangles a une limite, exécutons le calcul qui vient 
d’êjre indiqué. 

En comptant les divisions à partir du sommet, soit 
MM la n représentant le nombre total des parties 

contenues dans la hauteur h. Nous aurons, b étant la 
• base du triangle AB, 

IK 


m 

. „ = - ' ou 
A il n 


IK f= "‘b- 
u 


L’aire du rectangle IKI'K' sera donc 


'• ?ax-=‘m.Ï. ■ * 

n n fl’ J * 

•J , 

Si l’on fait successivement m= i, m= 2,..., m = n — 1, 
cette expression représentera l’aire du premier, du se- v 
coud, . . . , du dernier rectangle. Donc, en ajoutant , 

" = + 3 +•••-+- (" - «)]• 

• »■ . : • V 

La quantité entre parènthèses a pour somme " v ; 
donc ’ - H 


fi = 7 bh 


Si // augmente indéfiniment, la fraction = 1 

. • n n 
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I 

tend vers l’unité, qui est sa limite. Donc, a a pareille- 
ment une limite, laquelle est A = \ hh. 

Nous retombons, de cette manière, sur l’expression 
connue de l’aire du triangle. 

321. Considérons actuellement une ligure terminée 
-par une ligne courbe, et supposons, pour plus de sim- 
plicité, que cette ligne soit convexe. 

Si, comme nous venons de le faire pour le triangle, 
nous inscrivons dans AI3CD (fig- 177 ) une série de rec- 
tangles, l’aire a de cette somme de rectangles tendra, 
quand on augmentera indéfiniment leur nombre, vers 
une limite A. Cette limite est ce que nous appelons aire 
de la surface AHCD. 

' > ■« 

325. En examinant le polygone EFGHIKLM. . . . 
formé par l’ensemble des rectangles inscrits dans ABGD, 
on voit que, le nombre de ceux-ci augmentant indéfini- 
ment , les côtés de ce polygoue diminuent de pius en plus, 
de manière à devenir moindres que toute quantité assi-~ 
gnable. # 

Tout autre polygone, jouissant de la môme propriété , 
pourrait également être employé. Par exemple, inscri- 
, vons dans la courbe ABCD ( Jig . 1 78 ) un polygone con- 
vexe MNPQR; puis faisons croître indéfiniment le nom- 
bre des côtés de ce polygone, de manière à les rendre 
tous aussi petits que nous voudrons : les aires successives 
obtenues de la sorte auront une limite, qui sera l’aire 
de AI1CD. 

326. Nous venons d’indiquer deux modes principaux 
pour la détermination de l’aire dont il s'agit. 

Mais alors se présente celte question : En employant 
des rectangles, comme dans le premier mode, et en em- 
ployant des polygones, comme dans le second, arrivera- 
t-on à la même limite? El même, en conservant le second 
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procédé, comme on peut concevoir une infinité de séries 
de polygones, toutes ces séries conduiront-elles à la même 
limite? 

La réponse est affirmative j mais la démonstration de 
l’identité des résultats ne parait pas être du ressort des 
éléments. Nous admettrons donc cette identité; et, sans 
nous préoccuper des differentes méthodes qui peuvent 
conduire à la détermination de l’aire d’une fignre plane, 
npus adopterons la définition suivante : 

327. L'aire d'une figure plane terminée par une 
courbe est la limite des aires que V on obtient en in- 
scrivant dans celte courbe une série de polygones con- 
vexes dont les côtés diminuent indéfiniment, de manière 
à devenir moindres que toute quantité assignable. 

328. Si , après avoir inscrit dans la courbe un premier 
polygone convexe EFGH (fi g- 179 ), nous prenons sur 
chaque arc EF, GH,. . . un ou plusieurs points intermé- 
diaires , nous formerons un second polygone dont le pé- 
rimètre sera plus grand que celui du premier. En conti- 
nuant de la sorte, nous obtiendrons donc une série de 
périmètres allant tous en augmentant. D’ailleurs, ces 
périmètres ne pourront pas devenir infinis, car chacun 
d’eux est moindre qu’une ligne brisée quelconque, enve- 
loppant ABCD (SI). Cela posé : 

329. La longueur d'une courbe convexe plane est la 
limite vers laquelle tendent les périmètres des polygones 
inscrits dans cette courbe, lorsque les côtés de ces poly- 
gones diminuent indéfiniment , de manière à devenir 
moindres que toute quantité assignable. 

330. Les considérations précédentes s’appliquent à une. 

courbe quelconque, non convexe, attendu qu’une pa- 
reille ligne est toujours décomposable en plusieurs arcs 
convexes. , ’ 


t 
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Ainsi, soit la courbe ABCDEF ( fig . 180), qui se com- 
pose des arcs convexes AB, BC, CD, . . . , nous appelle- 
rons longueur de cette ligne la somme des longueurs de 
scs six parties; etc. 

331 . Ces mêmes considérations conduisent aux consé- 
quences suivantes, qui ne sont qu’une extension des 
théorèmes I, II, III du premier livre : 

i°. Une droite finie AB {jig- 181) est plus petite que 
toute ligne plane ACDEB, terminée aux mêmes extré- 
mités A, B; , •* 

a°. Une ligne convexe ést plus petite que toute ligne 
qui V enveloppe , et qui est terminée aux memes extré- 
mités ; • » 

3°. Une ligne convexe est plus petite que toute ligne 
qui /' enveloppe de toutes parts. ' 

332. Remarque. — La première proposition s’énonce 

encore de cette manière : • 

Le plus court chemin entre deux points , sur un plan, 
est la droite finie qui joint ces deux points. Cet énoncé 
justifie l’expression de distance, par laquelle nous avons 
désigné la droite finie qui joint deux points. 

De môme, nous avons appelé distance d'un point à une 
droite la longueur de la perpendiculaire abaissée du point 
sur la droite , parce que cette perpendiculaire est plus 
courte que toute autre ligne plane , menée du point à la 
droite , etc. 

333. Appliquons à la circonférence les considérations 
générales qui précèdent : clics se simplifieront considéra- 
blement. 

XnÉonÉMF. XI. 

* » ■' 

334. Une circonjcrence étant donnée, on peut tou- 
jours lui inscrire ou lui circonscrire deux polygones ré- 
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guliers semblables tels , que la différence de leurs péri- 
mètres ou celle de leurs aires soit moindre qu'une quan- 
tité donnée quelconque. * 

Inscrivons et circonscrivons à la circonférence deux 
polygones réguliers semblables; puis, doublons indéfi- 
niment les nombres des côtés de ces deux polygones. Je 
dis que l’on pourra pousser l’opération assez loin ppur 
que la différence entre les périmètres des deux polygones 
auxquels on s’arrêtera soit moindre qu’une quantité 
donnée S. 

Soient p et P les périmètres de ces deux polygones 
£ fig. 172 ), R le rayon OE, a l’apothème OF. On a 


P 

P 


R. 

r- * 

a 


d’où P 


. f. > 

P 


R 


R 


Dans le second membre, le facteur P va en diminuant, 
le dénominateur R est constant; donc il suffit de prouver 
que R — a peut devenir moindre que toute quantité don- 
née. Or, R — a, ou AO — OF , est moindre que AF ; 
c’est-à-dire moindre que la moitié du côté du polygone 
inscrit Auquel on s’arrête; donc, etc. 

La démonstration se ferait avec autant de facilité pour 
les aires? 

335. Puisque la différence entre les périmètres des po- 
lygones semblables circonscrit et inscrit diminue indéfi- 
niment, de manière à devenir moindre que toute quan- 
tité donnée, ces périmètres ont une limite commune. Il 
en est de même pour les aires. Et comme les formes des 
polygones réguliers inscrit et circonscrit s’approchent de 
plus en plus de celle du cercle lorsque les nombres des 
côtés de ces polygones vont en augmentant, nous adop- 
terons les définitions suivantes : 

33(i. i°. On appelle longueur de la arconjérence la 


l'i-l 
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Jimile commune fers laquelle tendent les périmètres des 
polygones réguliers inscrits ou circonscrits; 2 ° on appelle 
aire du cercle la limite commune vers laquelle tendent 
les aires des polygones réguliers inscrits ou circonscrits. 

Thkobèhe xn. 

* • * 

337. i°. Deux circonférences sont entre elles comme 
leurs rayons ; , • > 

a°. Deux cercles sont entre eux comme les carrés de 
leurs rayons. , 

i°. Soient deux circonférences, ayant pour rayons R 
et r, et dont les longueurs soient C et c. 

Inscrivons, dans «es deux circonférences, deux poly- 
gones réguliers semblables , ayant*pour périmètres P et p. 
JNous aurons (295) 


P 

P 


R 

r 


Si nous augmentons indéfiniment les nombres de côtés 
des deux polygones, les périmètres P et p s’approcheront 
indéfiniment de C et c , qui sont les limites de des péri- 
mètres. D’ailleurs, le rapport entre les limites de deux 
quantités variables est la limite du rapport de ces quan' j 
ti tés (179) ; donc 4 - * ■' , 


# C R 


* x 


2 °: Même démonstration. 

338. Corollaire. — La proportion précédente donne 

' , ' 

V - 2R 2r 

a 1 ¥ 

J t 

ainsi , le rapport d’une circonférence à son diamètre est 
le même pour toutes les circonférences; ou 

' ' V» 
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l.e rapport de la circonférence au diamètre est une 
quantité constante. 

339. Remarque. — Le rapport de la circonférence au 

diamètre est, ainsi qu'on peut le démontrer, une quan- 
tité incommensurable ÿ on . le représente ordinairement 
par la lettre Tt. Sa valeur approchée, réduite en déci- 
males, est* , ^ * 

r. = 3,l4l59265357t)3^... 

J % 

T iiéorème XIII. 

» ’ ' * v . • 

340. L 'aire, d'un cercle eit égale, à sa circonférence , 
multipliée par la moitié du rayon. 

Nous avons trouvé (308) que l’aire d’un polygone ré- 
gulier est égale à son périmètre, multiplié par la moitié 
de l’apothème. Or”, les limites respectives du polygone, 
du périmètre et de l’apothème sont le cercle, la circonfé- * 
-rencc et le rayon : donc, etc. 

341. Scolic. — i°. Soit c une circonférence de rayoïi 
R ; on aura (339) 

c =fc 2rrR; , 

a°. Soit C l’aire du cercle de même rayon R, 


y- 


ou 


G = airR X y R, 

« 

C = irR 3 . « . 


v v 


342. Remarque. — Si, dans ces expressions, on sup- 
pose R == i , on trouve 


c - = C 
2 


ainsi , la quantité incommensurable t: est la longueur 
de la demi-circonférence dont le rayon est l* ou l'aire 
du cercle de rayon î . 

343. Deux cercles peuvent toujours être considérés 


« « 
t 
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comme étant les limites de polygones semblables deux à 
deux. Donc les cercles doivent jouir des propriétés qui ap- 
partiennent à ces polygones. 11 en est de même pour les 
arcs ou pour les secteurs qui répondent à un môme angle 
au centre. Ainsi : , « t 

Théorème .XIV. «■ , 

t 

344. i°. Les arcs répondant à un mente angle au 
centre sont entre eux comme leurs rayons ; 

a”. Les secteurs répondant à un même angle au Cen- 
tre sont entre eux comme les carrés de leurs rayons. 

345. Remarque. — Ces arcs et ccs secteurs sont dits 

semblables. * 


Théorème XV. 

346. Dans un même cercle , deux, Recteurs sont entre 
-• eux comme leurs arcs. 

« t , 

i-, - Théorème XVI. 

' », 

347. L'aire d'un secteur est égale à son arc , multi- 
plié par la moitié du rayon. 

r- : « 

DÉTERMINATION DU RAPPORT t DE LA CIRCONFÉRENCE 
AU DIAMÈTRE. 

348. iNous avons dit ci-dessus quelle rapport de la cir- 
conférence au diamètre est incommensurable ; ainsi , nous 
ne pouvons espérer de l’exprimer exactement par un 
nombre fini de chiffres. Mais nous pouvons, du moins, 
nous proposer d’en obtenir une valeur approchée. 

Cette recherche peut être envisagée sous deux points 
de vue principaux, lesquels sont indiqués clairement par 
les deux questions suivantes : 

i°. Un rayon étant donné, calculer , avec une cer- 
taine approximation , la longueur de la circonférence à 
laquelle il appartient y' * 
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2 °. Une circonférence étant donnée de longueur , cal- 
culer, avec une certaine approximation . le rayon de 
cette circonférence. 

349. Prenons pour unité le rayon du cercle, puis in- 
scrivons et circonscrivons des carrés à cette figure. Les 
côtés de ces carrés seront respectivement, ainsi qu’il est 
facile de le reconnaître, 

c = iv'â, c = 2. 

Les périmètres seront donc 

p — 2^2, P = 8 . 

Par les formules du n° 318, nous pourrons, en partant 
de ces premières valeurs , calculer les périmètres p' et F 
des polygones réguliers de 8 côtés, inscrit et circonscrit ; 
puis les périmètres des polygones de 16 côtés, de 3 a cô- 
tés, etc. Les périmètres des polygones inscrits vont en 
augmentant, et ceux des polygones circonscrits vont en 
diminuant; d’ailleurs, la limite commune des uns et des 
autres est la longueur de la circonférence cherchée«(336) ; 
donc les décimales communes aux valeurs des périmètres 
de deux polygones correspondants quelconques appar- 
tiendront à la valeur approchée de 2 tr. Il suit de là que 
si l’on prend le nombre exprimé par ces décimales com- 
munes, et qu’on le divise par 2 , on aura à chaque in- 
stant, avec une approximation connue, l’expression ap- 
prochée du rapport de la circonférence au diamètre. 

La première question se trouve ainsi résolue ÿ quant 
à la seconde, sa solution est donnée par le théorème 
suivant. 


M» 
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Théorème XVII. 

350. Une suite de nombres dont les deux premiers 
sont o et i, et dont les autres, à partir du troisième in- 
clusivement, sont alternativement moyens par diffé- 
rence et moyens par quotient entre les deux qui les 
précèdent , a pour limite le rayon d'une circonférence 
égale à 4. 

Considérons le carré dont le côté est t ; son périmètre 
sera 4 i et l’on aura , pour son apothème et son rayon , 

e = T. R = Wâ- 

A l'aide des formules d = -j-(r -f- R), R' = y' R /•' 
(319), nous pourrons calculer l’apothème et le rayon 
d'un octogone régulier de même périmètre que le carré. 
Puis, nous obtiendrons l’apothème d’ et le rayon R" du 
polygone régulier de 16 côtés, dont le périmètre est 4 - 
Et ainsi de suite. 

Nous avons trouvé précédemment (320) 

*• R' - r' < |(R - r); 

d’où 

R" - < (|)’(R - r), R" - r» < (i)>(R _ r),etc. 


Ainsi, la différence entre un rayon et l’apothème cor- 
respondant décroît plus rapidement que les termes de 

la progression , 4j, . . , ; do'nc cette différence peut 

devenir moindre que toute quantité assignable; donc 
les rayons et les apothèmes ont une limite commune. 
D’ailleurs, comme la longueur d’une circonférence est 
toujours comprise entre les périmètres de deux polygones 
réguliers, l’un inscrit, l’autre circonscrit (335 et 336) , 
il s'ensuit que, dans la question actuelle, le rayon p de 
la circonférence égale à 4 est toujours compris entre un 
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-rayon et l'apothème correspondant. Donc la limite dont 
nous venons de parler n’est autre que p. 

Enfin , on a identiquement 


o -+- i 


ï ^ = v'i x ; 


conséquemment , au lieu de commencer notre série par les 
nombres ~ et \ \J a, nous pouvons partir de o et i ; ce qui 
démontre le théorème énoncé. 

351. En effectuant le calcul qui vient d’être indiqué, 
on trouve que le rayon et l'apothème du polygone de 
8192 côtés, ayant pour périmètre 4, sont respectivement 

R = 0,6366196..., r = 0,6366196.... 

On a donc, avec 7 décimales exactes, 

p = 0,6366196. 

On déduit de là, cause de 27rp = /{, 


- = 0,3183098..., n =^: 3,14159. 


352. Eu réduisant en fraction continue le nombre 
3, 1 4 1 5p = fïTîTT> on trouve, pour premières réduites, 


J 12 > t k 

I * 7 > I • « > Il»* 


Le premier rapport n’est jamais employé. Le second , 
” , est connu sous le nom de rapport d'Archimède; il 
est approché à moins de j-j-j. Le troisième est peu usité, 
parce que le suivant, qui n’est guère plus compliqué, 
donne une approximation beaucoup plus grande. En ef- 
fet, le rapport , dû à Méfias, est approché à moins 
de • ' 


10. 


i 
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353. Une figure est dite maximum ou minimum , se- 
lon qu’elle est la plus grande ou la plus petite entre toutes 
celles de môme espèce. 

Ainsi , le diamètre d’un cercle est une corde maxi- 
mum; la perpendiculaire abaissée d’un point sur une 
droite est un minimiun relativement à toutes les droites 
menées du point donné à la droite donnée, etc. 

Théorème I. 

354. Entre tous les triangles formés avec deux côtés 
donnés, la maximum est celui dans lequel ces deux 
côtés sont perpendiculaires V un à Vautre. 

Soient les deux triangles CAB, C'AB (fi g. 18 a), qui 
ont le côté AB commun , et les côtés AC , AC' égaux ; je 
dis que le premier triangle, dans lequel l’angle CAB est 
droit , est plus grand que l’autre triangle C'AB. 

Menons la hauteur CD ; nous aurons C'D < C'A, ou 
C'D < CA. Or, les deux triangles CAB, C'AB, qui ont 
même base AB, sont entre eux comme leurs hauteurs; 
donc, etc. 

Théorème II. 

355. Le cercle est plus grand que toute figure plane 
isopérimètre . 

La démonstration de cet important théorème sera dé- 
composée en plusieurs parties. 

t°. Une figure qui a un périmètre donné ne peut 
avoir une aire infinie. 
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Eu efiet, la proposition u'a de sens qu'autaut que l’on 
suppose la figure, fermée de toutes parts. Donc cette 
figure est une portion finie de plan. 

a°. Entre toutes les figures qui ont un périmètre 
donné , il existe un ou plusieurs maximums. 

Cette proposition est évidente d’après celle qui pré- 
cède. 

3°. Une figure qui, avec un périmètre donné, ren- 
ferme une aire maximum, est convexe. 

Considérons, en effet, la figure non convexe AC1ÎD 
(fi g- i83). Si nous faisons tourner la partie rentrante 
AC B autour des points A et B, nous pourrons former 
une figure AC' B, ayant même périmètre que la première, 
et qui sera évidemment plus grande que celle-ci. 

4°. Toute droite qui divise le contour d'une figure 
maximum en deux parties équivalentes , divise aussi fa 
surface de cette figure en deux parties équivalentes. 

Soit ABCD ( fig . 184 ) une courbe qui, avec une lon- 
gueur donnée, renferme une surface maximum . Suppo- 
sons que la droite AB partage cette courbe en deux par- 
ties ACB, ADB, ayant même longueur. 

Si la surface ABDA est plus grande que la surface 
ABCA, faisons tourner ADB autour de AB; nous obtien- 
drons une figure AD'BD, isopérimètre avec ACBD, et 
dont l’aire sera plus grande que celle de cette dernière 
figure. Donc ACBD ne serait pas un maximum. 

5°. La remarque précédente fait voir que si ADBC 
est une ligure maximum, AD BD' en sera également 
une. 

Cela étant, soit ADBD' (fig- 180 ) une pareille figure, 
composée de deux parties ADB, AD'B telles, que si l’on 
fait tourner la première autour de AB, elle coïncide 
avec la seconde. 

Prenons, sur ADB, un point quelconque D; abaissons 
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sur AB la perpendiculaire DD , partagée au point F en 
deux parties égales ; menons DA, DI5, D'A et D'B. 

Si les angles D et D' ne sont pas droits, transformons le 
quadrilatère ADBD' en un autre adbd ( fig . 186 ), ayant 
mêmes côtés que le premier, et dans lequel les angles d 
et d' soient droits. D’après le théorème I, ce dernier qua- 
drilatère sera plus grand que l’autre. Si donc nous ap- 
portons les segments AED, DFB, etc., enaed, djb , etc., 
la figure uedfbg... sera plus grande que AF.DFBG. .. ; 
donc celle-ci ne serait pas un maximum. 

Il suit de là que la courbe AF.DFB {fig. 185 ) est le lieu 
géométrique du sommet d’un angle droit, dont les côtés 
passent par les p>ints A, B. Donc cette courbe est une 
demi-circonférence (188 et 191). 

Ainsi , dans la figure maximum ADBC {fig’ 1 84) , une 
moitié quelconque, déterminée par une droite telle que 
AB, est un demi-cercle. Donc la figure entière est un 
cercle. 

PROBLÈMES RELATIFS AU LIVRE QUATRIÈME. 

Problème I. 

Déterminer la côté d'un pentagone régulier dont l'aire 
est. donnée. 

Soient P, c, R Faire donnée, le côté demandé, et le 
rayon du cercle circonscrit au pentagone; nous àvons 
trouvé (305 et 309) 

c = | RV io — îV5, P = jR'Vo -t- ?V5- 

l.a première formule donne 

9.C 

\ io — ayô 
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En substituant celte valeur dans celle de P, nous aurons 


' 10 


\[5 


P = ±A CK . i ,o . + . = 

. .O - 2v/5 5 — \/5 

Si nous tirons de cette nouvelle formule la valeur de c*, 
il viendra 

5 — ^5 . 

c » = a p .. .. - =^==- î 

V to + 2^5 

Pour simplifier celte expression, et la rendre applicable 
au calcul numérique, multiplions les deux termes de la 

fraction par Vio — 2v/5; nous aurons 

c ,_ . p (5— y/5)y' 10 — 2^5 _ , p (5-^5)V f io-aV5 


V ; ( i o + ?V5)C 1 ° — 2y5) 
_ , n (5- y / 5)y io -2 <J 5 

T fi 


V /8o 


•le divise les deux termes par y^5 , et je fais passer sous le 
radical le facteur y/5 — i ; ce qui donne 


*' = { Pv (io — 2^/5 )(6 — 2 y 5 ) = i P \/(5 — ) (3 — y/5 ) 

= f P V 20 — 8 ^5; 

« 

ou enfin 

r> = f P \ 5-2 V5- 

Comme application, supposons que la surface du penta- 
gone régulier soit de 27 centimètres carrés, et proposons- 
nous de trouver, à moins de 1 millimètre , la valeur de 
son côté. 

Prenant le centimètre pour unité, nous aurons 

P = 27, c 1 = -±^-\5 — 2y^, 
c = Vf- 27V 5 — 2 y 5 = — 2 y/ 5 ; 


«■. 
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et cette dernière quantité devra être calculée à moins 
de o,i. 

Le facteur ‘ étant presque égal à l'unité, nous calcule- 
rons l’autre à moins de o,o5 ; en outre, ce second fac- 
teur étant plus grand que l’unité , il nous suffira, d’après 
un principe démontré en arithmétique, de déterminer 

i5 V5— aussi à moins de o,o5. 

Ason tour, la quantité 1 5 V5 — 2^5 = Vna5 — 4^oV^5 
est plus grande que l’unité : nous atteindrons donc l’ap- 
proximation demandée si nous déterminons , à moins de 
o,o5, la quantité incommensurable ii25 — 4^o ^5 = 
na5 — io >/ ioia5. 

Enfin, à cause du multiplicateur io, nous devons cal- 
culer , â moins de o,oo5 , la racine carrée de toi a5. 

En effectuant , on trouve, à ce degré d’approximation, 

y ioi 25 = 100,62 ; 

donc 

1125 — 45 o ^5 = 118,8; Vi 12 5 — 4 ^o ^5 = 10,9; 

\/ i 5 v 5 — 2 y /5 — 3 , 3 ; c = ± X 3,3 = 3 , 9. 

Le côté du pentagone régulier sera donc , à moins de 
1 millimètre, o m ,o39. 

Problème II. 

! 

Construire un pentagone régulier équivalent à un 
carré donné. 

La question se réduit évidemment à déterminer le côté 
du pentagone. Or, si m est le côté du carré donné, le 
problème précédent donnera , en remplaçant P par nè , 

c‘ = ±iir\/5 — 2 ^ 5 ; 


\ 
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c = ~ m ^5^5 — a y^5. 

Pour construire cette valeur , on peut d’abord la met- 
tre sous la forme suivante , 

’c = -t ^ 5m .m y^5 — v*4 • 5- 

En négligeant pour un instant le facteur nous voyons 
que le second membre est une moyenne proportionnelle 

entre 5 m et une autre droite égale à m X V5 — \/4-5. 
Nommons x cette droite; nous aurons 

•r = \m X «»(5 — 0j.5). 

Ainsi , x est une moyenne proportionnelle entre m et 
m X (5 — ^4-5). Soit y cette dernière droite; nous au- 
rons encore 

y =r 5m — fi\m.5m. 

De ces différentes valeurs, et en ayant égard au facteur 
| , on conclut la construction suivante, qu’il est aisé de 
justifier. 

Avec un rayon égal au côté m du carré , décrivez une 
demi-circonférence ADB (fîg. 187 ). Divisez le diamètre 
AB en cinq parties égales; et, par le quatrième point de 
division C, élevez la perpendiculaire CD au diamètre. 
Du point A comme centre, décrivez l’arc DE. Elevez la 
perpendiculaire EF, qui rencontre en F la demi-circon- 
férencc décrite sur BC comme diamètre. 

Du point B comme centre, décrivez l’arc FG; élevez 
GH perpendiculaire à AB; BH sera le côté du pentagone. 

I 

Problème III. 

Déterminer, en fonction du rayon du cercle circon- 
scrit, l'aire du dodécagone régulier. 
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Soit R le rayon donné; soient c et c les côtés de 1 hexa- 
gone régulier et du dodécagone régulier inscrits; la for- 
mule générale 

c" = 2R(R — y/R’ — i-c’), 


trouvée au n° 313, nous donnera, en prenant c = R, 

c' 7 = 2R’(i — /ï)=rm. 2 — V3); et c' = R V 2 — ^3 . 

L’apothème a du dodécagone sera donnée ensuite par la 
formule 


«» = ^/r>-^ = R \/ 1 — = t r V 2 •+■ \Æ- 


Au moyen de ces deux valeurs, nous obtiendrons, pour 
l’aire du dodécagone régulier, 

A = 12R y'a-vÆ X 7R V a -1- \[l= 3 R>. 

Ainsi , le dodécagone régulier inscrit dans un cercle 
de rayon R est équivalent à 3 fois le carré construit sur 
R comme côté. 11 résulte aussi de cette valeur, que le do- 
décagone inscrit est au carré inscrit, comme 3 est à 2 

(309). 

Remarque. — On parvient plus rapidement au résul- 
tat qui précède , à l’aide de la formule p n =p ^ P,„(312) , 

dans laquelle /)„ sera le périmètre de l’hexagone et P*,, 
l’aire du dodécagone. On a effectivement , à cause de 
/>« = 6R , 

P,. = — .6R , etc. 

2 

Problème IV. 

Un /oint les milieux des côtés d un carré avec les 
somitiels non adjacents , cl l'on demande: 1 " la nature 
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du polygone intercepté entre ces huit droites ; a° le pé- 
rimètre de ce polygone; 3° son aire. 

i°. Il est d’abord facile de voir que le polygone 
IKLMNPQR (Jig. 188 ) résulte de la superposition de 
deux çarrés TVXZ et SUWY. 

En efl’et, les deux triangles rectangles EAB, FBÇ sont 
égaux; donc CFB = BEA; par suite, les deux triangles 
EAB , FSB sont équiangles entre eux ; donc l'angle S est 
droit. Il en est de môme des angles U, W, Y. D'ailleurs, les 
figures BEDG, AHCF sont des parallélogrammes égaux; 
donc SU = SY ; et la figure SUWY est un carré. On ferait 
voir de môme que TVXZ est un carré égal au premier. 

Actuellement, le point M est le centre du rectangle 
ABEG; et, comme AZ = BS, ou a ZM = MS; donc les 
deux triangles rectangles LZM, NSM sont égaux; et 
ML = MJN. On verra de môme que MN = XP : ainsi, 
le polygone est équilatéral. 

Il n’est pas équiangle ; car les angles BEC , FCE , res- 
pectivement égaux à SMN, SNM, sont év idemment iné- 
gaux. 

Ainsi, le polygone 1KL. . . est équilatéral; ses côtés 
sont parallèles deux à deux ; et ses angles, égaux de deux 
en deux. De plus, deux côtés adjacents à un troisième sont 
perpendiculaires entre eux; et, par suite, la somme de 
deux angles consécutifs est égale à trois droits. 

2 °. Menons BD et EG : dans le triangle BEG, les droi- 
tes BO, MG sont deux médianes (228); donc 

MN = }MG = jAG. 

11 suit de là que le périmètre de l'octogone = -jAG. 
Conséquemment, si nous désignons par « le côté du carré 
donné , et par p ce périmètre , nous aurons 

AG = v a 5 -+--j-oV=: ( a ^5, cl // = -fl V5- 
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3 °. Enfin, l'aire de l’octogone égale son périmètre, 
multiplié par \ TZ, attendu que les deux carrés SUWY, 
TVXZ sont circonscriptibles à un même cercle, ayant 
pour centre le point O. Nous aurons donc, en désignant 
par P l’aire de l’octogone, 

P = f-AG X 7 BT = -jAG X BT. 

Or, AG X BT est le double de l’aire du triangle ABG; 
donc le polygone est équivalent aux deux tiers de ce 
triangle ; et P = j a*. 

Problème V. 

On construit , sur le diamètre AB d'une circonférence 
C {fi g- 189), un triangle équilatéral ABD; on divise 
AB en un nombre n de parties égales, et l'on joint 
l'extrémité E de la seconde division, avec le point 
D, par la sécante DEF. Quelle est l'expression de la 
corde AF? 

Prenons pour unité le rayon delà circonférence; dési- 
gnons, pour abréger, par â la distance CE, laquelle est 

égale à 1 — Représentons AF par x et DF par y. 

Enfin, abaissons AA' et CC perpendiculaires sur DF. 
Nous aurons, dans les triangles ADF, CDF, 

AF = DK -t- AD — 2DF X DA', 

CF’= DK’ -+- CD — 2DK X DC'. 

Or, le triangle ABD étant équilatéral, AD = 2 et 
CD = y ^3 : les équations précédentes deviennent donc 

x’ y -t- 4 — V X DA', 

1 = ;’ + 3 - 2/ X DC'. 
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En retranchant membre à membre, on obtient 
= 2 — 2y X A'C'. 

Les triangles semblables AA'E, CC'E, DCE donnent fa- 
cilement 

A'C' EC' EC. 

AC ~ ËC — ëd’ 

donc 

EC 


A'C' = ACX fD = 


V3 

L équation précédente devient, à l’aide de cette valeur, 

S 


x 1 = 2 — a y 


V/3 


Dans le triangle rectangle ECD, 

CD 3 


DC' = — 


ED V 3 
donc l’équation en y deviendra 

jr* - 6 

elle donne 


vT 


/ 4- 2 = o; 


X = 


3 ± v^3 — 2 <*’ 


\/3 + * 

La sécante DF rencontre la circonférence aux deux 
points F, G : c’est pourquoi nous obtenons pour y 
deux valeurs. En ne conservant que la plus grande, et 
substituant dans la dernière équation en x et y, nous 
trouvons finalement, pour le carré de la corde AF, 


X' = 2 — 20 


3 +V3 — 2i> 


3 + J 1 

Supposons n égal successivement à 3, 4i 5, 6, ... ; nous 
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aurons, 
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pour „ = 3, S = — i, X = v/ 3 ; 

H = 4, $ = O, X = V^ 2 > 

* . , \/ 6 ' ~ V 73 . 

n = 5, <î = x = y jg—-> 

n — 6, o = •!, * x = I . 

Les deux premières valeurs et la quatrième représentent 
rigoureusement les côtés du triangle équilatéral , du 
carré, et de l’hexagone régulier, inscrits dans le cer- 
cle C. Quant à la valeur de x qui répond à n — 5 , elle 
n’est pas égale au côté du pentagone régulier, dont l'ex- 
pression est ( 305 ) 

c = 7 v i o — a v'5; 

mais elle en diffère très-peu : caron trouve 
x = 1,1785, r r= 1,1749.... 

La construction indiquée dans l'énoncé du problème 
peut donc servira inscrire, dans une circonférence don- 
née, un certain nombre de polygones réguliers, soit ri- 
goureusement , soit par approximation. 

Problème VI. 

Trouver , à moins de 1 millimètre , le rayon d’un cer- 
cle dont la surface est de 3 “ ,c, , 25 . 

L’aire d’un cercle, de rayon ft, est représentée par 
xR’. Donc, en prenant le mètre pour unité, nous aurons 

«R 1 = 3 ,?. 5 ; 

d’où . 
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Pour calculer cette quantité à moins de i millième, ob- 

3,25 ~ . i 

servons que = i, 25 X -• 


Or, - est le rapport du diamètre à la circonférence, 

7 T 

rapport qui est égal à o, 3 i 83 oç) 8 .... Donc nous obtien- 
drons l'approximation demandée en prenant 


R = ^ 3,25 X o, 3 i 83 = y/i, o 34475 = 1,017. 


Ainsi le rayon du cercle est, à moins de 1 millimètre, 

Problème VII. 


Trouver, à moins de 1 millimètre , l'are d’un secteur 
dont la surface est de 2 m - c- ,i9, et l'angle au centre 47°i8'. 

Un secteur a pour mesure son arc, multiplié par la 
moitié du rayon ( 317 ). Représentons par x et R ces deux 
quantités-, nous aurons, en prenant le mètre pour unité, 

' Rx 

2,19 = 

v 2 


L’arc de 4 7° * 8' ayant pour longueur x , la longueur de la 


donc 


et , par suite , 


Cette équation donne 



O 

O 

00 

sera 

X y- 

47 

».8' ; 

R 

X 

180 0 

K 

47°. 8” 

2, 19 

TT 

9 °° 
47° 18' 


= y a, K 


9 X K X 


47 ° 


9 °° 
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Pour évaluer cette quantité, observons d’abord que 

47° i8, _ 47jr _ 47 3 1 

9 °° 9 ° 900 

ce qui donne 


1 = y'î.ig x » X Üt = ^ V219 X 47 3 X w. 

Il suffit maintenant de calculer , à moins de ~ , le radi- 
cal. Or, 

ir = 3 ,i4i592. . . ; 

donc 

21 g. 47 3 . 7r = 325428,08; V 2 i 9-47 3 * r = 570,5. 

Enfin , 

x — 1 , 901 . 

L’arc du secteur est donc i" 1 ,9oi .... 

Observons que ce calcul serait plus simple et plus 
exact par l’emploi des logarithmes. 


KIN nu I.IVKE QUATRIEME. 
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LIVRE CINQUIÈME. 

PLANS, ET ANGLES POLYÈDRES. 


PRÉLIMINAIRES. 

Théorème I. 

j «, if 

356. Une droite ne peut être en partie dans un plan , 
en partie au dehors. 

Cela résulte de la déflnition du plan (17). 

357. Remarque. Pour reconnaître si une surface don- 
née est plane, on cherche à appliquer, on différents sens, 
une droite sur cette surface. 

Théorème II. 

358. Trois points, non en ligne droite, déterminent 
un plan. 

Cette proposition, analogue à celle du n° il, pourrait 
également être regardée comme une demande ; mais on 
peut cependant la rendre évidente. 

Pour cela , soient A, B deux des points donnés, et soit 
AB la droite indélinie menée par ces deux points. Sui- 
vant AB, faisons passer un plan quelconque; puis, imagi- 
nons que ce plan tourne autour de AB, jusqu à ce qu’il 
vienne passer par le troisième point donné C. Alors sa 
position sera déterminée dans l’espace. 

.le dis maintenant que loilt autre plan passant par les 
points A , B. C coïncidera avec le premier. 

En effet , toute droite qui rencontrera deux des trois 
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lignes AB, AC, BC sera située entièrement dans cha- 
cun des deux plans ; donc> etc. 

3o9. i* r Corollaire. — Deux droites qui se coupent 
sont dans un plan, cl en déterminent la position. 

360. a* Corollaire. — Deux droites parallèles déter- 
minent la position (T un plan. 

Théorème III. 

361 . Deux plans se coupent suivant une ligne droite. 
Si l’on pouvait trouver , sur l’intersection, trois points 

qui ne fussent pas en ligne droite, les deux plans donnés, 
passant par ces trois points, se confondraient; donc, etc. 

• PERPENDICULAIRE AU PLAN 

Théorème IV. 

362. Si une droite AB (Jig. 190 ) est perpendiculaire 
à deux droites BC, BD, passant par son pied dans un 
plan MiN , elle est perpendiculaire à toutes les droites 
que l’on peut mener, par son pied, dans le même plan. 

Soit BEunc quelconque de ces droites : je dis que AB 
lui est perpendiculaire. 

Menons la droite DEC, de manière qu’elle rencontre 
BC, BD, BE. 

Prenons, sur AB, de part et d’autre du plan, les dis- 
tances égales BA, BA' ; joignons enfin les points A, A' 
aux poirits C, E, D. 

La droite BC est perpendiculaire sur le milieu de AA'; 
donc AC = A'C ; de même , AD = A' D. Donc les deux 
triangles ACD, A'CD sont égaux, et les deux angles ACE, 
A'CE le sont pareillement. U suit de là que les deux 
triangles ACE, A'CE sont égaux, comme ayant un angle 
égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun ; 
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donc AE = A E. La droite BE, ayant deux de ses points 
situés chacun à égale distance des extrémités de AA', est 
perpendiculaire au milieu de celle-ci ; donc , etc. 

Théorème V. 

363. Si une droite AB (Jig- 191) est perpendiculaire 
à trois droites AC, AD, AE, menées par un de ses points, 
ce/les-ci sont toutes trois dans un même plan. 

Car, si la droite AE n’était pas dans le plan CAD, ce- 
lui-ci couperait le plan BAE suivant une droite AE' 
(361), diflérente de AE, et qui, d’après le théorème 
précédent, serait perpendiculaire à AB. On aurait donc, 
dans un même plan, deux droites AE, AE', perpendicu- 
laires à une même droite AB, en un même point; ce 
qui est absurde. 

364. Corollaire. — Tant <le droites que F on voudra, 
perpendiculaires à une même droite en un même point, 
sont dans un même plan. 

363. A cause des deux propriétés qui viennent d’être 
démontrées, on adopte les définitions suivantes ; 

Une droite est dite perpendiculaire à un plan , lors- 
qu’elle est perpendiculaire à toutes les droites qui pas- 
sent par son pied dans ce plan 

Réciproquement, le plan est dit perpendiculaire à la 
droite. 

366. Les deux théorèmes précédents peuvent donc être 
énoncés ainsi : 

i°. Si une droite est perpendiculaire à deux droites 
qui passent par son pied dans un plan , elle est perpen- 
diculaire au plan ; 

a°. Le lieu géométrique des droites perpendiculaires 
à une même droite, en un même point, est le plan per- 
pendiculaire à la droite', en ce point. 
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Théorème VI. 

367. D'un point donné A, on peut toujours mener une 
perpendiculaire à un plan donné MN, mais on n’en peut 
mener qu'une. 

Il y a deux cas à distinguer \ selon que le point est sur 
le plan ou au dehors du plan. 

i rr Cas. — Menons, dans le plan MN (Jig. 192), la 
droite quelconque BC, de manière qu’elle 11e passe pas 
en A. Abaissons AD perpendiculaire sur BC, puis, par 
le point D , menons DE perpendiculaire à BC. Enfin, 
dans le plan ADE, élevons AE perpendiculaire sur AD. 
Je dis que AE sera perpendiculaire au plan MN. 

Menons par le point A, dans le plan MN, une droite 
quelconque AC ; prenons , sur le prolongement de AE , 
AE' = AE; tirons EC, E'C. 

La droite CB, perpendiculaire aux deux droites DA, 
DE qui passent par son pied; dans le plan ADE , est per- 
pendiculaire à DE' (362); d’ailleurs, la droite AD est per- 
pendiculaire au milieu de EE'} donc DE = DE'} ainsi, 
les deux triangles rectangles EDC, E'DC sont égaux, et . 
EC = E'C. Par suite, la droite AC est perpendiculaire 
au milieu de EE'. Donc cette dernière droite, perpendicu- 
laire à la fois aux deux droites AD, AC , qui passent par 
son pied dans le plan MN, sera perpendiculaire à ce plan. 

a' Cas. — Menons, dans le plan MN (Jig. *93), la 
droite quelconque BC. Abaissons, du point A, une per- 
pendiculaire AD sur cette droite ; puis, par le point D, et 
dans le plan MN, menons DE perpendiculaire à BC. En- 
fin, abaissons AE perpendiculaire sur DE. Je dis que AE 
sera perpendiculaire au plan MN. 

La démonstration étant , à peu près, identique avec la 
précédente, nous la supprimons. 

Quant à la seconde partie cîe la proposition, elle est 
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évidente. Car si, par le point A, on pouvait mener 
deux perpendiculaires à MN , le plan de ces deux droites 
couperait suivant une perpendiculaire aux deux 

droites ; ce qüi çst absurde. 

368. Remarque, t- Si, sur la droite AD (fig. 19 ^) , 
nous prenons un point quelconque A', et si nous abais- 
sons de ce point une perpendiculaire A'E' sur DE, cette 
droite A'E' sera perpendiculaire au plan MN. 

369. Cela posé , admettons les dénominations sui- 
vantes : * 

La projection d’un point , sur un plan, est. le pied de- 
là perpendiculaire abaissée de ce point sur le plan; 

La projection d’une ligne est le lieu géométrique des 
projections de ses différents points. 

Nous conclurons , de la remarque précédente , le théo- 
rème suivant. 

Théorème Vil. 

370. La projection d’une ligne droite , sur un plan, 
est une autre ligne droite. 

En effet, les pieds des perpendiculaires abaissées sur le 
plan MN {fig. 193 ), par les différents points de l'oblique 
AD, sont situés sur une même droite ED, passant par le 
pied de l’oblique. 

371. Remarques. — i°. Nous venons de démontrer ce 
théorème , seulement pour le cas où la droite projetée 
est oblique au plan ; mais nous verrons qu’il subsiste , 
lors même qu’elle serait parallèle au plan ; 

a°. Lorsqu’au lieu de considérer une droite indéfinie, 
on considère une droite terminée à deux points A et B, 
on appelle spécialement projection de AB la distance 
comprise entre les projections de ses extrémités; 
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3°. L'angle que l’ait une droite avec sa projection sur 
un plan se nomme, pour une raison que nous explique- 
rons plus loin, angle de la droite et du plan. 

Théorème VIII. * 

372. Si, d'un point A {fig- I94)i extérieur à un plan 
MjN, on mène la perpen die u /aire AB et plusieurs obli- 
ques AC , AD, AE à ce plan : 

r°. La perpendiculaire AB est plus courte que toute 
oblique 

a 0 . Deutf obliques AC, AD, qui ont des projections 
égales , sont égales et également inclinées sur le plan ; 

3°. De deux obliques AC, AE, celle qui a la plus 
grande projection est la pins grande , et la plus incli- 
née sur le plan. 

i°. En effet, dans le plan ABC, la perpendiculaire AB 
à la droite BC est plus courte que l’oblique AC (68); 

a°. Si BC = BD, les deux triangles rectangles ABC, 
A BD sont égaux ; 

3°. Si l’on a BE > B1) , prenons BC = BI) : les deux 
obliques AC, AE seront situées dans un môme plan; 
donc, etc. 

373. Les réciproques sont évidentes. 

374. Corollaire. — D'un même point , on peut mener 
à un plan une infinité d'obliques égales ; les pieds de 
toutes ces droites sont sur une circonférence qui a pour 
centre le pied de la perpendiculaire abaissée du point 
sur le plan . 

375. La perpendiculaire au plan d'une circonférence, 
passant par son centre, est nommée axe de celle circonfé- 
rence. 
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Théorème IX. 

376. i°. Tout point du plan perpendiculaire sur le 
milieu d’une droite est également distant des extré- 
mités de cette droite; 

a 0 . Tout point extérieur au plan est inégalement dis- 
tant des extrémités de la droite. 

En imaginant le plan qui passe par le point et par la 
droite, on retombe sur le théorème X du livre premier. 

377. i' r Corollaire. — Le plan perpendiculaire sur le 

milieu d'une droite est le lieu géométrique des points 
également distants des extrémités de cette droite. 
[Voyez n° 73.) , 

378. a" Corollaire. — Les plans perpendiculaires sur 
les milieux des côtés d’un triangle se coupent suivant 
l'axe de la circonférence circonscrite à ce triangle. 
( V oyez n° 108.) 

r 

Théorème X. 

379. L’angle que fait une droite avec sa projection 
sur un plan est le minimum des angles que fait cette 
droite avec toutes celles que l’on peut mener par son 
pied , dans le plan. 

AB' ( fi g. 195 ) étant la projection de AB, prenons, 
dans le plan MN , AC = AB', et menons BC. 

Cette oblique étant plus grande que la perpendiculaire 
(372), il s'ensuit que les deux triangles BAC, BAB' ont 
deux côtés égaux , chacun à chacun , et un côté inégal ; 
donc (H 7) l’angle BAC est plus grand que l’angle BAB'. 

380. Remarque. A cause de cette propriété, l’angle 
BAB', que fait une droite AB avec sa projection sur un 
plan MN , est appelé angle de AB avec MN, ainsi que 
nous l’avons dit ci-dessus. 
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Théorème XI. 

381. i°. Si deux droites sont perpendiculaires entre 
elles , la projection de la première, faite sur un plan 
passant par la seconde , est perpendiculaire à celle-ci. 

i°. Réciproquement : Si la projection d'une droite, 
faite sur un plan passant par une autre droite , est 
perpendiculaire à celle-ci, les deux droites sont perpen- 
diculaires entre elles. 

i°. Soient les deux droites AB, CD ( fig. 196 ) per- 
pendiculaires entre elles, et se coupant en B. Abaissons 
du point A la perpendiculaire AE sur le plan MN, con- 
duit suivant CD, et menons BE. 

Si cette droite n’est pas perpendiculaire à CD, menons 
par le point B, dans le plan MN, BE' perpendiculaire à 
CD; puis abaissons AF.', perpendiculaire à BE'. 

La droite AE' sera (367) perpendiculaire à MN ; mais 
AEest déjà perpendiculaire à’ce plan; donc, etc. 

a°. Soit la projection BE perpendiculaire à BC. Si la 
droite BA, qui a pour projection BE, n’était pas per- 
pendiculaire à BC , on pourrait mener, dans le plan 
ABC, une droite BA' perpendiculaire à BC, laquelle au- 
rait une projection BE', différente de BE. Mais alors les 
deux droites BE, BE', situées dans le plan MN, seraient 
toutes deux perpendiculaires à BC, au point B; ce qui est 
absurde. 

DROITES PARALLÈLES. 

TnÉonÈMK XII. 

382 . Par un point donné , on ne peut mener qu'une 
seule parallèle à une droite donner. 

Par défmitiou , deux droites parallèles sont toujours 
dans un même plan (77). Or, par la droite cl par le point 
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donnés, on ne peut faire passer qu’un seul plan (358); 
donc, etc. (V oyez n° 89.) 

Théorème VIII. 

383. Si deux droites sont parallèles , tout plan per- 
pendiculaire à l'une est perpendiculaire à l'autre. 

Soient deux parallèles AB, CD ( fig . 197 ), et soit un 
plan MN, perpendiculaire à AB. Je dis qu’il sera perpen- 
diculaire à CD. 

Le plan des deux parallèles coupe le plan MN suivant 
une droite BD, perpendiculaire à AB; donc la droite 
CD, parallèle à AB, rencontre cette intersection et lui 
est perpendiculaire (91). 

Menons, "par le point D, dans le plan MN, la droite 
EF perpendiculaire à BD; et joignons le même point 1) 
à un point quelconque A «le AB. D’après le théorème XI, 
EF sera perpendiculaire à AD. Mais cette droite EF est 
déjà perpendiculaire à BD; donc elle est perpendiculaire 
à CD (362). Donc enfin, la droite CD, perpendiculaire 
aux deux droites 1)B, DE , est perpendiculaire à MN. 

38-4. Réciproque. — Deux droites, perpendiculaires à 
un même plan, sont parallèles entre elles. 

Soient AB et CI) {fig- 198 ) ces deux droites. Si elles 
ne sont pas parallèles , menons par le point D une paral- 
lèle I)C' à AB; elle sera perpendiculaire à MN. Mais DC 
est déjà perpendiculaire à ce plan ; donc, etc. 

Théorème XIV 

385. Deux droites A, B, parallèles à une troisième C, 
sont parallèles entre elles. 

Si les trois droites sont dans un même plan, la propo- 
sition est démontrée (90). Supposons donc que A ne soit 
pas dans le plan des parallèles B, C. Menons un plan P, 
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perpendiculaire à C. Les droites A et B seront perpendi- 
culaires à ce plan (383); donc elles sont parallèles entre 
elles (384). 

386. Corollaire . — L' intersection de deux plans me- 
nés suivant deux droites parallèles est parallèle à ces 
droites. 

Car si, par un point de l'intersection, on mène une 
parallèle commune aux deux droites , cette parallèle, de- 
vant se trouver à la fois dans les deux plans, se confondra 
avec leur intersection. 

Théorème XV. 

387. Tout plan mené suivant une parallèle B à une 
droite A est parallèle à celle-ci. 

En effet, si la droite A rencontrait le plan, ce ne 
pourrait être qu’en un point de la droite B : ces deux 
droites ne seraient donc pas parallèles. 

388. Réciproque. — Tout plan mené suivant une 
droite parallèle à un plan coupe celui-ci suivant une 
parallèle à la droite. 

Soit la droite AB ( Jig . 199 ) parallèle au plan MIN , 
et soit ABCD un plan mené suivant AB. Je dis que si ce 
plan coupe MN, l’intersection CD sera parallèle à AB. 
Car si AB rencontrait CD , ce ne pourrait être qu’en un 
point du plan MN ; donc AB ne serait pas parallèle à ce 
plan. 

389. I er Corollaire. — Une droite et un plan étant 
parallèles , si par un point du plan on mène une pa- 
rallèle à la droite, cette parallèle sera tout entière 
dans le plan. 

390. V Corollaire. — Une droite parallèle à deux 
plans qui se coupent est parallèle à leur intersection. 
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Théorème XVI. 

391 . Si , par différents points E, E', E",... {Jig- 200 ) 
(Punc droite AB, on mène des parallèles EF, E'F\ 
E'F*,... à une droite CD (non parallèle à la première), 
toutes ces parallèles sont dans un même plan, paral- 
lèle à la seconde droite. 

La droite AB et la parallèle EF déterminent un plan 
parallèle à CD (387). Or, la droite E F", parallèle à CD , 
étant menée par un point de ce plan , y est contenue 
(389) ; donc , etc. 

392. Corollaire. — S‘ , par différents points d’une 
droite, on abaisse des perpendiculaires sur un même 
plan, toutes ces droites seront dans un même plan. 

En effet, elles sont parallèles entre elles (384). 

393. Remarque. — On voit ici la généralisation du 
théorème VII ; car les perpendiculaires abaissées sur le 
plan donné, des différents points de la droite donnée, 
étant situées dans un même plan , leurs pieds seront en 
ligne droite. 

En outre, le lieu de toutes ees perpendiculaires étant 
un plan , on est conduit à la définition suivante t 

394. Le plan perpendiculaire à un plan donné est 
le lieu géométrique des perpendiculaires abaissées sur 
celui-ci, des différents points d'une droite donnée. 

393. Remarques. — t°. En appelant directrice la 
droite dounée, il est esseiftiel d’observer que si, dans 
un plan PQ {Jig. 20 1 ), perpendiculaire à MJN , et 
ayant pour directrice une droite donnée AB, on trace 
une droite quelconque CD, celle-ci peut également ser- 
vir de directrice. 

Fin eflet, la perpendiculaire EF au plan MA peut in- 
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différemment être regardée comme abaissée du point F, 
ou comme abaissée du point G. 

2 °. Il résulte aussi de la définition , que si , par un 
point du plan PQ, perpendiculaire à MN, on abaisse 
une perpendiculaire à ce dernier plan, elle sera conte- 
-nue dans le premier. 

PLANS PERPENDICULAIRES ENTRE EUX. 
Théorème XVIII. 

396. Tout plan PQ (Jïg. 202 ), mené suivant une 
droite AB, perpendiculaire à un plan MN, est perpen- 
diculaire à ce dernier. 

Pour démontrer cette proposition il suffit de faire voir 
que le plan PQ contient une perpendiculaire à MN , éle- 
vée en un point quelconque de l’intersection PA. Or, 
cette perpendiculaire CD est parallèle à AB; de plus, 
elle est menée par un point du plan PQ ; donc, etc. 

Théorème XIX. 

397. Si un plan PQ (fig- 2o3) est perpendiculaire 
à un plan MN, réciproquement celui-ci est perpendi- 
culairefdu premier. 

Par un point quelconque A de l’intersection PA, me- 
nons, dans le plan MN, la droite AB, perpendiculaire 
à PA. Élevons aussi, en ce même point, la perpendi- 
culaire AC au plan MN : cette droite, contenue dans 
le plan MN (395, a°), sera perpendiculaire à AB. Donc 
la droite AB, perpendiculaire à deux droites menées par 
son pied, dans le plan PQ, lui sera perpendiculaire. 
Donc enfin le plan MN, conduit suivant AB, sera perpen- 
diculaire à PQ. 

398. i er Corollaire^ — Si deux plans sont perpendi- 
ciüaires entre eux , toute droite menée dans le premier. 
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perpendiculairement à l’intersection, est perpendiculaire 
au second. 

399. a* Corollaire. — Si trois droites , passant en un 
même point , sont perpendiculaires deux à deux, cha- 
cune d'elles est perpendiculaire au plan des deux autres , 
et les trois plans sont perpendiculaires entre eux. 

Théorème XX. 

400. L' intersection de deux plans P, Q, perpendicu- 
laires à un troisième plan M, est perpendiculaire à ce 
dernier. 

Si , par un point de l’intersection , nous imaginons une 
perpendiculaire à M, cette droite sera contenue dans 
chacun des deux plans P, Q ; donc elle se confondra avec 
leur intersection. 

401 . Réciproque. — Un plan perpendiculaire à deux 
plans qui se coupent est perpendiculaire à leur inter- 
section. ' 

402. Corollaire. — Si trois plans sont perpendiculaires 
deux à deux, V intersection de deux quelconques de ces 
plans est perpendiculaire au troisième, et les trois inter- 
sections sont perpendiculaires entre elles. 

PLANS PARALLÈLES ENTRE EUX. 

403. Deux plans sont parallèles lorsque, étant pro- 
longés indéfiniment , ils ne peuvent se rencontrer. 

Cette déiinition est justifiée par le théorème suivant. 

Théorème XXI. 

404. Deux plans MN, PQ (Jig- ao4) , perpendicu- 
laires à une même droite AB, sont parallèles entre eux. 

Si ces plans se rencontrent , soit O un point de leur 
intersection. Joignons ce point aux deux points A et B, 


t 
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où la droite perce les plans ; les deux droites ÜA , OH se- 
ront perpendiculaires à AB; ce qui est absurde. Donc, etc. 

40 o. Corollaire. — Par un point donné , on peut me- 
ner un plan parallèle à un plan donné. 

Théorème xxn. 

406 . Les intersections de deux plans parallèles par 
un troisième sont parallèles . 

F.n efTct, si ces intersections se rencontraient en un 
point, ce point serait commun aux deux plans, lesquels 
11e seraient pas parallèles. 

407 . Corollaire. — Par un point do/tnê, on ne peut 
mener qu'un seul plan parallèle à un plan donné. 

Si, par le point A (fîg. ?.o 5 ), 011 peut faire passer 
deux plans PQ, P'Q, parallèles à MN , soit CD leur in- 
tersection. 

Menons, par le point A, un plan qui coupe MN, et 
qui 11e passe pas suivant CD. Soient EF, F/ F, GH les 
intersections de ce plan avec PQ, PQ, MN. Les deux 
premières droites seront parallèles à la troisième; ce 
qui est absurde, puisqu’elles se coupent. 

* Théorème XXIII. 

408 . Si deux plans MN, PQ (Jig- 206) sont paral- 
lèles , toute perpendiculaire à P un est perpendiculaire 
à l’autre. 

Soit la droite AB perpendiculaire au plan MN. Je dis 
qu’elle est perpendiculaire au plan PQ. 

Par la droite AB, faisons passer un plan, et soit CD 
son intersection avec MN. En vertu du corollaire précé- 
deut, ce plan auxiliaire coupera PQ ; et, en vertu du 
théorème , son intersection avec PQ sera parallèle à CD. 

La droite AB, perpendiculaire à CD. rencontrera donc 
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EF ou PQ en un point G, et sera perpendiculaire à EF 
(91). 

Il résulte de là que AB est perpendiculaire à une 
droite quelconque tnenée par son pied, dans le plan 
PQ; donc, etc. 

Théorème XXIV. 

•109. Deux plans perpendiculaires à un troisième , 
et passant par deux droites parallèles (non perpendi- 
culaires à ce troisième plan) , sont parallèles entre eux. 

Si ces plans se coupaient, leur intersection serait à la 
fois parallèle aux droites données (386), et perpendicu- 
laire au plan donné (100); ce qui est absurde. 

Théorème XXV. 

110. Deux plans parallèles à un troisième sont pa- 
rallèles entre eux. 

Soient deux plans Met N parallèles à un plan P. Me- 
nons une droite perpendiculaire à ce dernier plan; elle 
sera perpendiculaire aux deux autres (108); donc ceux-ci 
sont parallèles entre eux (-101). 

Théorème XXVI. 

11 1 . Si deux plans sont parallèles , tout plan perpen- 
diculaire à l’un est perpendiculaire à l'autre. 

Soient M, N deux plans parallèles, et soit P un plan 
perpendiculaire à M. Je dis qu’il sera perpendiculaire 
à N. 

Par un point commun à P et M, menons une perpen- 
diculaire à ce dernier plan. Cette droite , contenue dans 
P (39î>, 2 °), sera perpendiculaire à N (108). Donc le 
plan P, mené suivant une perpendiculaire à N, sera per- 
pendiculaire à ce dernier plan (396). 
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Thorème XXVII. 

412. Les parallèles comprises entre plans parallèles 
sont égales. 

Soient AB, CD (Jig. ao^dcux droites parallèles, ter- 
minées aux deux plans parallèles MIV, PQ. ïc dis que 
AB = CD. 

Imaginons le plan de ces deux droites ; il coupe les deux 
autres plans suivaut deux parallèles AC, BD (406); donc 
la figure ABCD est un parallélogramme; donc AB = CD. 

413. Corollaire. — Deux plans parallèles sont par- 
tout également, distants. 

La distance de deux plans parallèles doit, comme 
nous le verrons plus loin, s’estimer par la longueur de 
la perpendiculaire commune à ces plans, terminée à 
l’un et à l’autre. Or, cette longueur est la même pour 
toutes les perpendiculaires que l’on peut mener aux deux 
plans. 

Théorème XXV1U. 

414. Si deux angles BAC, B A C' ( fig. ao8), non si- 
tués dans un même plan, ont leurs côtés parallèles et 
dirigés dans le même sens, ces angles sont égaux , et 
leurs plans sont parallèles. 

Prenons AB = A' IL, AC = A'C' ; menons AA', BB', 
CC', BC et B'C'. 

La figure ABA'B', qui a deux côtés égaux et parallèles, 
est un parallélogramme ; donc AA' et BB' sont égales et 
parallèles. De même pour AA' et CC'. Donc les droites 
BB'j CC', égales et parallèles à AA', sont égales et paral- 
lèles entre elles ; donc la figure BCB'C' est un parallélo- 
gramme , et BC = B'C'. 

Pa r suite, les deux triangles ABC, A B'C sont égaux 
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comme ayant les trois côtés égaux,- clincuii à chacun', 
donc les angles A, A' sont égaux. 

Quant à la seconde partie du théorème , elle est évi- 
dente, attendu que si les plans BAC, B AC se rencon- 
traient, leur intersection serait, en même temps, paral- 
lèTe à AB et à AC (380) ; ce qui est absurde. 

-415. i cr Corollaire. — Par deux droites non situées 
dans un infime plan , on peut toujours faire passer deux 
plans parallèles. 

-116,. a' Corollaire. — Deux droites non situées dans 
un meme plan , sont toujours parallèles à un menu- 

plan. 

• • • t 

-417. Remarque. — Lorsque deux droites ne sc ren- 
contrent pas, on appelle angle de ces lignes celui qui 
serait formé par deux droites issues d’un même point, 
et parallèles respectivement aux premières. On dit, d’a- 
près cela, que deux parallèles font entre elles un angle 
nul. . . 

Il résulte, de cette définition et du théorème précé- 
dent, que l’on peut généraliser ainsi le théorème XI : 

Si deux droites sont perpendiculaires , leurs projec- 
tions , faites sur un plan parallèle à l'une de ces 
droites, sont perpendiculaires entre elles. 

QUADRILATÈRE GAUCHE. 

COMMUNE PERPENDICULAIRE A DEUX DROITES. 

-418. Si quatre droites AB, BC, CD, DA (Jig- 209 ), 
non situées dans un même plan, se coupent consécuti- 
vement, leur système prend lé nom de quadrilatère 
gauche. 

On obtient cette figure en assemblant deux, triangles 
ABC, ADC qui ont un côté commun AC, de manière 
que leurs plans ne coïncident pas. 

I2 # 
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Tiiéorèue XXIX. 

419. Tout plan* parallèle à deux côtés opposés 1 1 un 
quadrilatère gauche, partage proportionnellement les 
dieux autres côtés. 

Soient E, F ( Jig . 210 ) les points où le plan MJN, j%- 
rallèlc aux côtés AB, ED, coupe les deux autres côtés 
AD, BC. Je dis que 

• AE ' BF 

.. ËD ~ ËC’ 

Faisons passer, suivant CD, le plan PQ, parallèle à 
AB et à MN. 

Menons, par le point A, une parallèle à BC, et soient 
G, H les points où elle perce les plans MIN , PQ. Tirons 
EG, DH : ces droites çeront parallèles, comme étant les 
intersections de deux plans parallèles par un troisième 
(406). Par suite, 

• AE _ AG 

T ' ED GH’ 

Mais AG = BF, GH = FC (412) ; donc, etc. 

420. Réciproque. — Toute droite , qui divise propor- 
tionnellement deux côtés opposés d'un quadrilatère 
gauche, est dans un plan parallèle aux deux autres 
côtés. 

Théorème XXX. 

421. Si une première droite EF {jig. 2 x 1 ) partage 
proportionnellement deux côtés opposés AB, CD d'un 
quadrilatère gauche ABCD, et si une seconde droite GH 
partage proportionnellement les deux autres côtés du 
quadrilatère , ces deux droites sont dans un meme plan. 

Suivant AB , faisons passer un plan P parallèle à CD, 
et , conséquemment, parallèle à GH (420). Par les points 
C, D, H, G menons CG, DD, HH’, GG', parallèles à 
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EF, et soient C', l) 7 , H', G' les points où ces droites per- 
cent le plan P. Le plan des parallèles CC', FE, DD' 
coupe P suivant une droite C'ED', laquelle est paral- 
lèle et égale à CD (406, -412). De plus, les deux droi- 
tes BC 7 , AD 7 sont parallèles , comme étant les intersec- 
tions du plan P avec les plans parallèles ADD', BCC'. Il 
suit do là que les triangles BEC', AED 7 sont semblables. 
Nous avons, par hypothèse, 

AH HD 

BG GC ; 

d’où , à cause des parallèles , 

AH' _ H'D' _ AD 7 _ AE 
BG' ~ G'C' — BC' ~ BE 

Si donc nous menons G'E et H'E, les deux triangles 
BG'E, AH'E seront semblables, comme ayant un angle 
égal compris entre deux côtés proportionnels, chacun 
à chacun. Par suite, les angles BEG 7 , AEH' seront égaux, 
et G'EH' sera une ligne droite; donc G'H'HG est un 
quadrilatère plan; etc. 

On peut remarquer, en outre, que si les droites EF, 
HG se coupent au point I, on aura 

El _ AH _ BG HI AE DF 

IF HD GG’ IG ~ EB ~ FC - 

422. Le théorème que nous venons de démôntrer re- 
çoit son application dans la théorie des surfaces gauches. 
Il peut être regardé comme un cas particulier de ce- 
lui-ci : 

Si deux droites EF, GH partagent les côtés d'un qua- 
drilatère gauche ÀBCD, de manière que 

AE X BG X CF X DH = BE X CG X DF X AH, 

ces deux droites sont dans un même plan. 

12 . 
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Théorème XXXI. 

423. Étant donné deux droites non situées dans un 
même plan : i° on peut toujours mener une droite per- 
pendiculaire à la fois à chacune d'elles ; i° on n'en 
peut mener qu'une ; 3° cette, commune perpendiculaire 
est plus petite qjue toute autre droite menée de l'une à 
Fautre des deux droites données. 

i°. AB, CD (fîg- 212 ) étant les deux lignes données, 
menons, par un point A pris sur la première, une droite 
AE parallèle à la seconde : le plan BAE sera parallèle à 
CD (387). 

Par un point quelconque D, pris’ sur CD, menons DF 
perpendiculaire au plan BAE; par le pied F de cette 
perpendiculaire, tirons F G parallèle à EA ou à DC 
(385) ; enfin, par le point G, où FG coupe AB, menons 
GH parallèle à FD : cette droite, située dans le plan 
GFDC, coupera DC en un point H. Je dis maintenant 
que GH est perpendiculaire aux droites AB, CD. 

En effet, "la droite GH, étant parallèle à DF, est per- 
pendiculaire au plan BAE (383) ; donc elle est perpendi- 
culaire aux droites AB, GF, ou aux droites AB, CD. 

a°. Pour démontrer que la commune perpendiculaire 
est unique, il suffit de faire voir qu’une droite quel- 
conque IR, différente de GH, et rencontrant AB et CD, 
ne sera pas perpendiculaire à ces deux droites. 

Or, si par le point I nous menons IL parallèle à HG , 
le pied de cette droite devra se trouver sur FG (395, 2 0 ) ; 
donc il différera du point K. Conséquemment, la droite 
IR est une oblique au plan BAE ; donc elle ne saurait être 
perpendiculaire aux deux droites AB, AE, situées dans 
ce plan ; etc. 

3°. IL étant une perpendiculaire au plan BAE, et IR 
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une oblique à ce plan, nous avons IL < IK. Mais 
IL = HG ; donc HG < IK. 


424. Nous verrons plus tard que la commune perpen- 
diculaire à deux droites non situées dans un même plan, 
mesure la plus courte distance de ces deux droites. 

• 

AJSGLKS FORMES PAR LES PLANS. 

425. On appelle angle dièdre l’espace indéfini com- 
pris entre deux plans qui se rencontrent. Ces deux plans 
sont les faces de l'angle dièdre, et la droite suivant la- 
quelle ils se coupent, en est Y arête. 

426. Un plan PNS (Jig- 21 3), qui partage en deux par- 
ties égales l’angle dièdre MNPQ , est nommé plan bis- 
secteur de cet angle dièdre. 

427. O 11 appelle angle polyèdre l’espace indéfini 
compris entre plusieurs plaus qui se rencontrent en un 
même point. 

Si le nombre des plans se réduit à trois, l'angle prend 
le nom d’angle trièdre. 

428. Dans^’espace comme dans un plan , une figure 
convexe est» celle qui ne peut être rencontrée eu plus 
de deux points par une droite. (P oyez n° 44.) 

D’après cette définition, une pareille figure ne pcuL 
avoir aucune partie rentrante. 

429. Pour construire un angle polyèdre, on trace arbi- 
trairement, dans un plan, un polygone fermé ABCDEF 
(Jig. 2 1 4) 5 puis, d’un point S, situé en dehors de ce 
plan, on mène les droites SA, SB, SC,... que l’on 
prolonge indéfiniment. On a de la sorte une série d’an- 
gles plans ASB, BSC, ... : ces angles plans sont les 
faces de l'angle polyèdre ; les droites SA, SB,... en 
sont les arêtes; le point S en est le sommet. 
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430. Remarques. — 1°. Si, par le sommet S, on mène 
un plan parallèle à ABC. . . , l’angle polyèdre sera situé, 
tout entier, d’un seul côté de ce plan. 

a 0 . Le plan ABC. . . et l’angle polyèdre S seront, en 
même temps , convexes ou non convexes. 

431. [xmme. — Si, en un point A ( jig . ai5) de l’a- 
rête NP d’un angle dièdre MNPQ, on mène, dans les • 
deux faces , des perpendiculaires à cette arête, l'angle 
BAC sera constant pour un même angle dièdre. 

Menons, en un autre point A' de l’arête, et dans les 
deux faces, les perpendiculaires A' B , A'C' à cette droite. 
Les deux angles BAC, B' A'C' seront égaux, comme ayant 
leurs côtés parallèles (414); donc, etc. 

432. L’angle dièdre MNPQ, et l’angle plan BAC, sont 
dits correspondants . 

Théorème XXXII. 

433. Deux angles dièdres , correspondants à des an- 
gles plans, égaux, sont égaux. 

Soient les angles dièdres MPNQ, M'P'N'Q' (Jig. 216), 
et les angles plans correspondants BAC, « A'C. Je dis 
que si ces derniers sont égaux, les angles dièdres seront 
égaux. 

. Transportons le second angle dans le premier, de ma- 
nière que l’angle plan B' A'C' coïncide avec son égal BAC. 

Les arêtes NP, N' P sont perpendiculaires aux plans 
BAC, BAC'; donc elles coïncident. Par suite, les faces 
du second angle trièdre coïncident avec celles du pre- 
mier ; $onc, etc. 

La réciproque est vraie ; car si les angles plans BAC , 
B' A'C' sont inégaux, les angles dièdres le sont aussi. 
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Théorème XXXIH. 

434. Deux angles dièdres quelconques sont antre eux 
comme les angles plans correspondants. 

Plaçons le plus petit angle dièdre dans le plus grand, 
de manière que leurs arêtes , et deux de leurs faces, coïn- 
cident. 

Soient alors MNPQ, MNPQ' (fig. 217 ) ces deux an- 
gles. Menons arbitrairement un plan perpendiculaire à 
l'arète IN P ; il coupera les faces suivant des droites OA, 
OB, OB ' 5 et les angles AOB, AOB' seront les angles plans 
correspondants aux deux angles dièdres. Cela posé, je dis 
que l'on aura 

MNPQ _ AOB 
MNPQ' ~ AOB'" 

Il y a deux cas à distinguer, selon que les angles AOB, 
AOB' sont commensurables ou incommensurables entre 
eux. 

i ,r Cas. — Supposons, pour fixer les idées, que les 
angles plans soient entre eux dans le rapport de 7 à 5 ; 
c’est-à-dire qu’un même angle AOm, contenu 7 fois dans 
AOB, soit contenu 5 fois dans AOB'. 

Par les droites de division Oui, On, O p , . . . , et l’arête 
NP, faisons passer des plans ; ils diviseront l’angle MNPQ 
eu 7 angles dièdres , égaux entre eux, comme répondant 
à des angles plans égaux ; et l’angle MNPQ' contiendra 
5 de ces angles dièdres. 

a' Cas. — Si les angles plans sont incommensurables 
entre eux, le raisonnement déjà employé (179) fera yoir 
que leur rapport est encore égal à celui des angles 
dièdres. 

435. Remarque. — Nous venons de démontrer qu’un 
angle dièdre a pour mesure l’angle plan correspondant. 
Il est essentiel d’observer que si les côtés d’un angle plan 
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n’étaient pas perpendiculaires à l’arête, cet angle ne 
pourrait plus servir de mesure à l'angle dièdre. 

D’abord, si les côtés OA, OB ( Jig . 218) de l’angle 
plan étaient inégalement inclinés sur l’arète NP, cet 
angle ne deviendrait pas nul lorsque la face NPQ serait 
appliquée sur MNP. Donc les angles AOP, BOP doivent 
être égaux. 

En Second lieu , menons par l’arète NP un plan quel- 
conque NPQ', et soit, dans ce plan, l’angle POB' = I i OA. 

Comme l’on a 

MNPQ = MNPQ' 4- Q'PNQ, 
on devrait avoir 

AOB = A OB' 4 - B'OB. 

Il est facile de reconnaître que si l’angle AOP n’est pas 
droit , les droites OA, OB, OB' forment un angle trièdre ; 
or, il sera démontré plus loin que, dans un pareil angle, 
on a nécessairement 

AOB < AOB' 4- B'OB. 

Donc l’angle AOB ne peut servir de mesure à l’angle 
dièdre. 

436. Un angle dièdre est dit droit, aigu ou obtus, selon 
que l’angle plan correspondant est droit, aigu ou obtus. 

437. Un angle dièdre est droit, lorsque ses faces sont 
perpendiculaires entre elles (402). 

438. A l’aide des dénominations précédentes, et du 
théorème ci-dessus, on peut établir, pour les angles diè- 
dres, des propositions analogues à celles qui ont été dé- 
montrées sur les angles plans. Ainsi : 

Lorsque deux plans se coupent, les angles dièdres 
opposés sont égaux deux à deux ; les angles adjacents 
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sont supplémentaires (c’est-à-dire que leur somme est 
égale à deux dièdres droits). Lorsque deux plans paral- 
lèles sont coupés par un troisième , les angles dièdres 
correspondants sont égaux , etc. 

Nous énoncerons en particulier le théorème suivant : 

Théorème XXXTV. 

439. i°. Tout point pris sur le plan bissecteur d'un 
angle dièdre est également distant des faces de cet . 
angle ; 

i°. Tout point situé dans l'angle , extérieurement au 
plan bissecteur , est inégalement distant des faces. 
(Voyez n° 75.) 

TnÉonÈME XXXV. 

•440. Si, d'un point O (fig. 219 ), pris dans l'intérieur 
d'un angle dièdre MNPQ , on abaisse des perpendicu- 
laires OA, OB sur les deux faces, V angle de ces perpen- 
diculaires sera le supplément de l'angle dièdre. 

Cet énoncé signifie que l’angle des perpendiculaires sera 
supplémentaire de' l’angle plan correspondant à l'angle 
dièdre. On doit entendre de la même manière les énon- 
cés des théorèmes qui terminent ce paragra phe. 

Le plan des deux droites OA, OB, perpendiculaire aux 
faces MN, PQ (396), est perpendiculaire à leur intersec- 
tion N P (400)-, donc il coupe les faces suivant des droites 
CA, CB perpendiculaires à NP ; et l'angle ACB mesure 
l’angle dièdre MNPQ. Or, le quadrilatère OACB ayant 
deux angles droits A et B, les angles O et C seront sup- 
plémentaires; donc, etc. 

Théorème XXXVI. 

441 . Si , d'un point O' (fig. 220 ) , pris dans l’intérieur 
d un angle triedre OABC , on abaisse des perpendicu- 
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laites sur les faces île cet angle, onobtiendra'un nouvel 
angle trièdre O A' B C', dont les faces seront les supplé- 
ments des angles dièdres du premier ; et les angles diè- 
dres, les suppléments des faces du premier angle trièdre. 

La première partie de Ja proposition vient d’être dé- 
montrée. 

Relativement à la seconde, il suffît d’observer que, 
d’après le théorème précédent, l’angle, trièdre OABC a 
ses arêtes perpendiculaires aux faces de l’angle trièdre 
OABC; donc, les faces du premier sont les supplé- 
ments des angles dièdres de l’autre. 

4i2. Scohe. — Désignons par A, B, C les angles 
dièdres du premier trièdre, et par a , b , c les faces oppo- 
sées. Désignons de même par A', B', C’ les angles dièdres 
du second trièdre, et par a, b’, c ses faces. Nous aurons, 
en prenant l’angle droit pour unité, 

A -H a' ep 2, A' ■+■ a = 2, 

B -h b' = 2 , B' -f- A = 2 , 

C-f-c* — 2 , C 1 + c = a, 

443. A cause des relations précédentes, les angles 
trièdres O et O' sont dits supplémentaires. 

Théorème XXX VO. 

444. Dans tout angle trièdre S (fg.jxzi), une face 
quelconque est : i° plus petite que la somme des deux 
autres 2 0 plus grande que leur différence. 

Il suffit évidemment de faire voir que la plus grande 
face est moindre que la somme des deux autres. 

Soit ASB cette plus grande face. Menons, dans son 
pian, la droite SC', de manière que l’angle ASC'= ASC. 
Traçons arbitrairement, dans le même plan, la transver- 
sale AB; prenons SC = SC\ et tirons CA et CB. 
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Les deux triangles ASC, ASC' sont égaux, comme 
ayant un angle égal compris entre deux côtés égaux , 
chacun à chacun; donc AC = AC'. Et connue, dans* le 
triangle ABC, le côté AB est plus petit que la somme des 
deux autres, il vieut, en retranchant les parties égales, 
BC '< BC. Donc, dans les triangles CSB, C'SB, qui ont 
deux côtés égaux , chacun à chacun , l’angle CSB , opposé 
au plus grand côté, est plus grand que C'SB, opposé au 
plus petit; etc. 

445. Corollaire. — Dam tout angle trièdre , un angle 
dièdre quelconque est plus grand que la somme des deux 
autres , diminuée de 2 droits. 

Soient A , B, C les angles dièdres d’un trièdre , A étant 
le plus petit; et soient a', b', c' les faces coiTespondantes 
du trièdre supplémentaire. Nous aurons 

a'<4' +V, ou ■>* — A < B)-f-(a rf — C)(M«); 

ou enfin 

A > B -+- C — a rf . 

Théorème XXXVIII 

446. La somme des faces d'un angle polyèdre cou - 
vexe est moindre que 4 droits. 

Soit l’angle polyèdre convexe SABC. . . (fg- 222 ). Jo 
dis que l’on aura 

ASB -+- BSC -+-...< 4'. 

Coupons l’angle polyèdre par un pian qui rencontre tou- 
tes les faces ; la section sera un polygone convexe ABCD. . . 
(430, 2 0 ). Prenons, dans l’intérieur de ce polygone, un 
point O, et menons les droites OA, OB. . . . 

Nous obtiendrons, de la sorte, une série de triangles, 
en nombre égal à celui des faces de l’angle polyèdre, et 
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dans lesquels la somme des angles qui se réunissent en O 
• égale 4 droits. 

Or, si nous considérons deux triangles consécutifs ABO, 
CBO de ce polygone , ainsi que les deux triangles ABS, BCS 
correspondants à ceux-ci, nous aurons, par le théorème 
précédent , 

ABO OBC < ABS -+- SBC. 


On conclut de là que la somme des angles à la base 
dans les triangles réunis en O est moindre que la somme 
. des angles à la base dans les triangles réunis en S. Et 

comme la somme de tous les angles doit être là même 
dans les premiers triangles et dans les derniers, la somme 
des angles en O sera plus grande que la somme des an- 
gles en S; donc, etc. 

Tiiéohème XXXIX. 

447. Dans tout angle trièdre, la somme des angles 
dièdres est plus grande que i droits et plus petite que 6. 

Nommons A, B, C les angles dièdres du trièdre donné, 
et a', b', c les faces correspondantes du trièdre supplé- 
mentaire. Nous aurons 

A = a rf — a', H = i d — b', C — — d, 

d’où 

A -+- B C — (o r b c ) . 


Donc, t° la somme des angles dièdres est plus petite 
que G' 1 . Mais a b' - 1- c' est moindre que 4‘‘ donc , a° la 

somme des angles dièdres est plus grande que a' 1 . 
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ÉGALITÉ DES ANGLES TRIÉDRES. 

Théorème XL. 

448. Deux angles trié rires sont égaux , lorsqu'ils ont 
un angle dièdre égal, compris entre deux faces égales’, 
chacune à chacune , et’ semblablement disposées. 

Soit l’angle dièdre A(fg. at»3) égal à l’angle dièdre A'. 
Soit la face ASC égale à A'S'C', et soit-enfin la face ASB 
égale à A' S' B'. Je dis que les deux angles trièdres sont 
égaux. 

Transportons le trièdre S' sur le trièdre S, de manière 
que la face A'S'C' coïncide avec son égale ASC ; alors, 
l’angle dièdre A' étant égal à A, le plan de la face A' S' B' 
s’appliquera sur le plan de U face ASR. Et comme ces 
deux faces sont égales, l’arète S B' coïncidera avec SB; 
donc, etc. 

449. Remarque. — Si les faces égales étaient inverse- 
ment disposées par rapport aux deux angles dièdres 
égaux, les deux arêtes S'B' et SB tomberaient, après la 
superposition des faefes A'S’C', ASC, de côté et d’autre de 
cette dernière face; et les deux angles trièdres ne seraient 
pas égaux. 

Théorème XLI 

430. Deux angles trièdres sont égaux, lorsqu'ils ont 
une face égale, adjacente à des angles dièdres égaux, 
chacun à chacun , et semblablement disposés . 

La démonstration se fait, comme celle du théorème 
précédent, par voie de superposition. 

Théorème XLEL 

451. Deux angles trièdres sont égaux, lorsqu'ils ont 
les faces égales, chacune à chacune, et semblablement 
disposées. 

Les deux angles trièdres seraient manifestement égaux 
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s’ils avaient un angle dièdre égal, compris entre deux 
faces égales. Or, parmi les angles composant les faces de 

chaque angle trièdre, il peut y avoir: 

i° Trois angles droits; 2 ° deux angles droits; 3° un 
angle droit; 4 ° trois angles aigus pu obtus. 

i°. Si les trois faces, sont rectangulaires , les trois 
arêtes seront perpendiculaires deux à deux (402), et les 
deux angles trièdres seront évidemment égaux. 

2 °. Si deux faces sont rectangulaires, la troisième face 
mesure l’angle dièdre formé par les deux premières (434) ; 
donc les deux trièdres ont un angle dièdre égal; donc ils 
sont égaux. 

3°. Si une seule face es}. rectangulaire , un plan per- 
pendiculaire à l'arète opposée coupera les deux autres 
arêtes, ou leurs prolongements. 

4°. Enlin, si aucune face n’est rectangulaire, ùn plan 
perpendiculaire à l’une quelconque des arêtes coupera les 
deux autres, ou leurs prolongements. 

Dans ces deux derniers cas, la démonstration se fera 
comme il suit. 

Prenons, sur deux arêtes homologues, SA = S'A' 
( fig . 224 ). Menons, parles points A et A', des plans 
perpendiculaires respectivement à SA et S'A'; ces plans 
couperont, comme on vient de le dire, les deux autres 
arêtes de chaque trièdre, ou les prolongements de ces 
arêtes, en des points B et C, B' et C'. 

Achevons les triangles ABC, A B C'. Puisque les deux 
trièdres ont les trois faces respectivement égales, les deux 
triangles rectangles ASB, A'S'B' seront égaux, comme 
ayant un côté égal, adjacent à deux angles égaux, chacun 
à chacun. Donc SB = S B'. De même, SC = S'C'. Par 
suite, les triangles BSC, B' S'C', qui ont un angle égal, 
compris entre deux côtés respectivement égaux, sont 
égaux; d'où BC = B C . 
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Actuellement, les triangles ARC, A'B'C' sont égaux, 
comme équilatéraux entre eux; doue BAC = B'A'C'. 
Mais ces derniers angles mesurent les. dièdres A et A'; 
doue, etc. t \ 

■452. Corollaire. — Deux angles trièdres sont égaux, 
lorsqu ils ont leurs arêtes parallèles, chacune à chacune, 
et. dirigées dans le même sens. 

153. Remarque. — Le théorème précédent est compris 
dans celle proposition plus générale, qui ne suppose pas 
les faces disposées dans le même ordre : 

Lorsque deux angles trièdres ont leurs faces égales, 
chacune à chacune, les angles 'dièdres opposés aux 
faces égales sont égaux. * 

-J Théorème XLIB. 

' . 

151. Deux angles trièdres sont égaux, lorsqu'ils ont 
les angles dièdres égaux , c/uicun à chacun , et sembla- 
blement disposés. • • 

Preuons, dans l'intérieur des trièdres S, S', deux points 
ü, O'; abaissons, de chacun de ces points, des perpen- 
diculaires sur les faces du trièdre correspondant; nous 
obtiendrons deux trièdres O, O', dans lesquels les faces 
seront égales , chacune à chacune , comme suppléments 
d’angles dièdres égaux (111). De plus , ces faces seront 
semblable ment disposées. Donc les deux trièdres O, O 
seront égaux, et ils auront leurs angles dièdres respec- 
tivement égaux. Par suite, les suppléments de ces angles 
dièdres seront égaux entre eux. Or, ces suppléments sont 
les faces des trièdres S, S'; donc, etc. 

455. Théorèmes à démontrer : 

i°. Lorsque deux faces d'un angle trièdre sont égales, 
les angles dièdres opposés sont égaux. 
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a°. Dans tout trièdre, à une plus grande face est op- 
posé un plus grand dièdre. ( Voyez n° 105.) 

3°. Dans tout trièdre, les plans perpendiculaires 
élevés suivant les bissectrices des faces se coupent sui- 
vant une meme droite. ( Voyez n° 108.) 

4°. Dans tout trièdre, les plans bissecteurs des angles 
dièdres se coupent suivant ime même droite. ( Voyez 
n°lll.) t ■. * , 

5°. Les plans menés par les arêtes d'un trièdre et 
par les bissectrices des faces opposées se coupent sui- 
vant une même droite. ( Voyez n° 288.) Etc. 


FIN DU I.TVUF. CINQUIÈME. 
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POLYÈDRES. 


PRÉLIMINAIRES. 

• * k - æl* h WÊ 

456. On nomme polyèdre une figure terminée par 
des plans, ou des faces planes. 

457. Parmi les polyèdres, on distingue, à cause du 
nombre de leurs faces : 

Le tétraèdre j qui a quatre faces; 

U hexaèdre, qui en a six; 

Vé octaèdre , qui en a huit; 

Le dodécaèdre , qui en a douze ; 

L 'icosaèdre, qui en a vingt; etc. 

Le tétraèdre est le plus simple de tous les polyèdres; car 
trois plans qui se coupent ne peuvent limiter un espace. 

458. On appelle arêtes et sommets d’un polyèdre les 
côtés et les sommets de ses faces. Une diagonale est une 
droite qui joint deux sommets non situés dans la même 
face. 

459. Si l’on coupe un angle polyèdre S (Jig. aa5) pat- 
un plan qui rencontre toutes les faces , on détermine un 
polyèdre SAB... appelé pyramide. Ce corps peut donc 
être ainsi défini : 

Une pyramide est un polyèdre dont les faces sont un 
polygone quelconque, et une série de triangles ayant un 
sommet commun. 

Le polygone ABCDEF se nomme base; la perpendi- 
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culaire SP, abaissée du sommet sur la base, est la hauteur ; 
et l’ensemble des triangles ASB , BSC , . . . forme la surface 
latérale de la pyramide. 

Une pyramide est régulière, lorsque sa base est un po- 
lygone régulier , ayant pour centre le pied de la hauteur. 

460. Si une série de plans se rencontrent consécutive- 
ment suivant des droites parallèles AA', BB'...(/ïg. 226 ), 
et qu’on es coupe par deux plans parallèles ABC..., 
A'B'C'. .., on détermine une figure ABC..., appelée prisme. 

Les faces telles que AB A' B\ BCB'C',... sont des pa- 
rallélogrammes; car chacune d’elles est un quadrilatère 
ayant deux côtés égaux et parallèles (412). De plus, les 
deux faces ABC..., A'B'C'..., appelées bases du prisme, 
sont égales. En effet, la figure ABA'B' étant un parallé- 
logramme, les côtés AB, A' B' sont égaux et parallèles; 
donc les deux polygones ABC..., A'B'C'... ont leurs 
côtés égaux et parallèles deux à deux; et, par suite, leurs 
angles égaux, chacun à chacun (414). 

461. Delà, la définition suivante : 

Un prisme est un polyèdre dont les faces sont deux 
polygones égaux et parallèles , et une série de parallélo- 
grammes. 

La hauteur d’un prisme est la perpendiculaire abaissée 
d’un point de la base supérieure sur la base inférieure. 
La surface latérale du prisme est formée par l’ensemble 
des parallélogrammes ABA'B', BCB'C' 

Un prisme est droit ou oblique selon que les arêtes 
latérales sont perpendiculaires ou obliques aux bases. 
Dans le premier cas, les faces latérales du prisme sont 
des rectangles. 

Un prisme droit est régulier lorsque scs bases sont des 
polygones réguliers. 

462. Si les bases d’un prisme sont des parallélogrammes. 
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la figure prend le nom de parallélipipède. Si un parallé- 
lipipède droit a ses bases rectangulaires, il prend, pour 
cette raison , le nom de parallélipipède rectangle. 

Enfin , le cube est un polyèdre qui a pour faces six 
carrés égaux. 

TÉTRAÈDRES. 

Théorème I. 

463. Deux tétraèdres sont égaux, lorsqu'ils ont un 
angle dièdre égal , compris entre deux faces égales, 
chacune à chacune, et semblablement disposées. (V oyez 
1 *° 418.) 

Théorème II. 

464. Deux tétraèdres sont égaux, lorsqu'ils ont une 
face égale, adjacente à trois angles dièdres égaux, cha- 
cun à chacun, (ployez n° 450.) 

Théorème III. 

465. Deux tétraèdres sont égaux, lorsqu’ils ont trois 
faces égales , chacune à chacune, et semblablement dis- 
posées. (Voyez n° 451.) 

466. Corollaire. — Deux tétraèdres sont égaux, lors- 
qu’ils ont les six arêtes égales, chacune à chacune, et 
semblablement disposées. 

PYRAMIDES. 

Théorème IV. 

467. Les sections faites dans la surface latérale d'une 
pyramide , par deux plans parallèles, sont deux poly- 
gones semblables. 

Soient ABcl ab (fig. 227 ) les sections faites dans la face 
SAB, par les deux plans parallèles : ces deux droites seront 

>3. 
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parallèles. Il suit de là que les deux polygones ABC..., 
abc..., auront leurs angles égaux, chacun à chacun. 

En second lieu, les droites AB, ab étant parallèles, 
on a 

SA _ AB _ SB 
Sa ab S b 

De même, les droites BC et bc étant pcrallèles, 

SB BC SC. 

S b bc Sc’ 

et ainsi de suite. 

Donc , à cause des rapports communs , , 

ab_bc_cd_ 

ab bc cd 

Les deux polygones ABC. . ., abc. . ., ayant leurs angles 
égaux et leurs côtés proportionnels, sont donc semblables. 

A68. Corollaire. — Les côtés homologues et les pé- 
rimètres de deux sections parallèles sont comme les 
distances de ces sections au sommet de la pyramide ; 
les aires sont comme les carrés des mêmes distances. 

Soient P et p les périmètres des deux polygones, A 
et a leurs aires. Nous aurons évidemment 

P _ SA A SA 

P~ *'~S a' 

Menons du sommet S une perpendiculaire commune 
aux plans des deux polygones , et soient O , o les points 
où elle perce ces deux plans. Menons encore AO et ao : 
ces droites seront parallèles; donc 

SA _ SO 
Sa ~ Sa 
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Théorème V. 


469. Deux pyramides sont égales lorsqu'elles ont 

un angle dièdre égal, compris entre une base et une 
face égales , chacune à chacune , et semblablement 
disposées. ( Voyez n" -418.) 

470. Corollaire. — Deux pyramides sont égales 
lorsqu'elles ont un angle trié dre, formé de trois faces 
égales, chacune à chacune , et semblablement disposées. 

PRISMES. 

Théorème VI. 

471 . Les sections faites dans la surface latérale (F un- 
prisme, par deux plans parallèles, sont deux polygones 
égaux. ( Voyez n° 469.) 

472. Corollaire. — Toute section faite dans un 
prisme, par un plan parallèle à la base, est égale à cette 
base. 

Théorème Vil. 


473. Deux prismes sont égaux, lorsqu'ils ont un angle 
dièdre égal, compris entre une base et une face égales , 
chacune à chacune, et semblablement disposées. (Forez 
n° 448. ) 

474. Corollaire. — Deux prismes sont égaux , lors- 
qu'ils ont un angle trié dre, formé de trois faces égales 
chacune à chacune , et semblablement disposées. 





PARALLELIPIPEDES. 


Théorème VIII. v 

» 

475. Dans tout parallèlipipède , les faces opposées 
sont égales et parallèles. 
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Soit le parallélipipède ABC... ( fi g. 228), qui a pour 
bases les deux parallélogrammes égaux et parallèles 
ABCD, EFGH. Je dis que deux autres faces opposées 
quelconques sont égales et parallèles. 

En effet, dans les parallélogrammes CDHG, BAEF, le 
côté CD est égal et parallèle au côté AB; le côté DH est 
égal et parallèle au côté AE; donc, etc. 

476. i* r Corollaire. — Toute section plane , faite dans 
la surface latérale d’un parallélipipède , est un parallé- 
logramme. 

477. 2' Corollaire. — Dans tout parallélipipède , les 
angles dièdres opposés sont égaux. (438.) 

478. Remarque. — Il résulte du théorème précédent, 
que, dans un parallélipipède, deux faces opposées quel- 
conques peuvent être prises pour bases y ce qui généralise 
le premier corollaire. Il résulte aussi de ce théorème, 
que les arêtes d'un parallélipipède sont, quatre à qua- 
tre , égales et parallèles. 

Théorème IX. 

479. Dans tout parallélipipède , les quatre . diago- 
nales, et les six droites qui joignent , deux à deux , les 
points de rencontre des diagonales des faces opposées , 
se coupent toutes en un même point , qui est leur mi- 
lieu commun. 

Menons BD, FH (fig- 229); le quadrilatère BDFH, 
qui a deux côtés DH , BF égaux et parallèles , est un 
parallélogramme; donc les deux diagonales DF, BH se 
coupent en leur milieu O. 

Menons AC, EG; ces droites couperont BD, FH en 
leurs milieux I, K. Par suite, BI = HK, et 10 = OK; 
donc , etc. 
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POLYEDRES QUELCONQUES. 

Théorème X. * 

480. Deux polyèdres sont égaux , lorsqu'ils sont com- 
posés d’un même nombre de tétraèdres égaux , chacun 
à chacun , et semblablement disposés. 

Observous d’abord qu’un polyèdre convexe quelconque 
peut se décomposer en tétraèdres ayant un sommet 
commun. 

Prenons, dans l’intérieur de ce polyèdre, un point 
quelconque O, et menons de ce point des droites à tous les 
sommets. Puisque le polyèdre est convexe, chacune de 
ces droites n’aura de commun, avec la surface polyédrale, 
que le sommet où elle se termine. D’après cela , les droites 
qui, partant du point O, aboutissent aux sommets d'une 
même face, détermineront une pyramide ayant pour base 
cette face, et pour sommet le point O. Ainsi, le polyèdre 
est déjà décomposé en pyramides ayant un sommet com- 
mun , et dont les bases sont les faces du polyèdre. Or, une 
pyramide est toujours, ou un tétraèdre, ou décompo- 
sablc en tétraèdres: donc, etc. 

En second lieu, si l’on coupe un polyèdre non con- 
vexe par des plans convenablement choisis, on pourra 
toujours le décomposer en polyèdres convexes. Donc, un 
polyèdre quelconque est décomposable en tétraèdres. 

Actuellement, soient deux polyèdres P et F, composés 
d’un même nombre de tétraèdres, égaux chacun à cha- 
cun, et assemblés de la même manière. Je dis que ces 
deux polyèdres sont égaux. 

Transportons P sur P, de manière qu’un premier té- 
traèdre A' coïncide avec son égal A. Soit B' un tétraèdre 
ayant, avec A', une face commune, et soit B l'homo- 
logue de B'. Ces deux tétraèdres égaux, ayant une face 
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commune , et étant situés d'un même côté de cetle face, 
devront coïncider. Et ainsi de suite. 

Lenme. 

481 . Si une surjace poljédrale convexe est terminée 
à une ligne brisée, dont les côtés soient ou ne soient 
pas dans un môme plan, le nombre des faces , plus 
le nombre des sommets, égale le nombre des arêtes 
plus i. 

Désignons par F le nombre des faces , par S le nombre 
des sommets , et par A le nombre des arêtes. Il s’agit de 
faire voir que 

F -t- S = A -H i. 

Cette formule est vraie dans le cas de F = i ; car alors 
S = A<. Admettons donc qu’elle ait été vérifiée pour F 
faces, et démontrons qu’elle subsiste pour F -f - 1 faces. 

Soit ABC. . . {fig- a3o) la ligne brisée qui termine la 
surface. Construisons, sur le côté AB, une nouvelle face, 
composée de « sommets et de n côtés. Si cette face a m 
côtés communs avec ABCD . . . , elle aura m 4- 1 som- 
mets communs avec celte même ligne; car on suppose 
que le nouveau polygone ne ferme pas complètement la 
surface, et qu’il laisse une seule ouverture. De cette 
manière, les nombres F, S, A deviendront respective- 
ment 

F' — F -f- i , S' — S -f- « — (w -t- i ), A' — A -H n — ru , 
d’où, à cause de la formule ci-dessus, 

F' -H S' = A' -f- i. 
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TllÉUKÈME \I. 

482. Dans tout polyèdre convexe, le nombre F des 
faces , plus le nombre S des sommets , égale le nombre 
A des arêtes plus a ; c’est-à-dire que 

F -)- S = A + i. 

Enlevons une face du polyèdre; nous aurons une sur- 
lace polyédralc ouverte, terminée à une ligne brisée, et 
dans laquelle les nombres de laces, de sommets et d’arètes 
seront respectivement F — i , S, A ; donc , d’après la pro- 
position précédente , F — i + S = A -+■ i ; etc. 

Ce théorème remarquable , dû à Euler , a un grand 
nombre de conséquences, parmi lesquelles nous indique- 
rons seulement les suivantes. 

483. I er Corollaire . — Dans tout polyèdre convexe : 
i° les faces d’un nombre impair de côtés sont toujours 
en nombre pair 2 ° les sommets auxquels aboutissent un 
nombre impair d’arêtes sont toujours en nombre pair. 

Soient respectivement a, b , c, </,... le nombre des faces 
triangulaires, quadraugulaires, pentagonales,...; repré- 
sentons de même par a, /3, y, d,... le nombre des angles 
trièdres, tétraèdres, pentaèdres,...; de manière que 

F = « — f— A — (— H— — f— . . . , 

S = « + f ~ 7 + J +.... 

Chaque arête appartient à deux faces, et aboutit à deux 
sommets ; si donc nous comptons, soit le nombre des côtés 
de toutes les faces, soit le nombre des arêtes de tous les 
angles polyèdres, nous allions le double a A du nombre 
des arêtes ; ainsi 

2 A = 3fl -t- 4 b -4- 5r -4- 6 d -f- ’jc..., 

2 A = 3* 4- 4P -+- 5y -+- 6-î -4- 7«.... 
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Or, ces deux dernières égalités exigent évidemment que 
a-f-c + e-f-... et a — f- y — |— e— (— . . . soient des nombres pairs. 

■48t. a' Corollaire. — Dans tout polyèdre convexe de 
F faces, le nombre S des sommets, et le nombre A des 
arêtes, satisfont aux conditions 

S =a(F - a), A =3(F - a), 

S =|F A =fF. 

Les valeurs de F, S et a A, écrites plus haut, donnent 

2A — 3F = b -4- 2e -t- 3 d + . . . , 

2A — 3S = {3 - 4 - 27 - 4 - 35 - 4 - . . . ; 

donc 



Cette dernière relation devient, par le théorème d’Euler, 

A ( A + 2 — F); 
ou 

2°. A ~ 3 (F — 2 ). 

Remplaçant A par F S — 2 , on obtient les deux autres 
conditions. 

483. Il est facile de construire des polyèdres dans les- 
quels le nombre des sommets soit, d’après les relations 
précédentes, le plus grand ouïe plus petit possible. En 
effet : 

t°. Dans un prisme ayant F faces, le nombre des côtés 
de la base est F — 2 ; donc le nombre S des sommets du 
polyèdre est 2 (F — 2 ). 
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2 °. Considérons un polyèdre formé de deux pyramides 
adossées base à base. Si le nombre des côtés de chaque 
base est n, on aura, en supposant que deux faces adja- 
centes ne soient pas dans un môme plan , 


donc 


F = 2 /i, S = n -t- 2 ; 
S = |F + 2. 


Et si les deux pyramides ont deux faces dans un même 
plan, 

F= 2 /i — i, S = n H- 2 ; ou S = {(F + i) +i. 

486. Si, dans les formules ci-dessus, on suppose suc- 
cessivement 


= 4. 5, 

6, 

7 . 

8, 

9> 

1 0 , ..., 

^ 4» 6 > 

8, 

10 , 

12, 

•4» 

16,..., 

> 4. 5, 

5, 

6, 

6, 

7. 

7.-» 

< 6 * 9. 

12, 

i5, 

«8, 

21, 

24, ... , 

J 6, 8, 

9> 

u> 

12, 

>4» 

.5,.... 


Théo heul XH. 

487. La somma des angles plans d'un polyèdre con- 
vexe est égale à autant de fois 4 droits, qu'il a de 
sommets moins deux. 

Représentons par £ cette somme, et conservons les no- 
tations employées dans le théorème XI; nous aurons, en 
prenant l’angle droit pour unité (137), 

S = 2/7 (3 — 2 ) -f- 20(4 — 2 ) -+- 2f(5 — 2)-t- 2rf(6 — 2 )-+-.., 
— (3/7 -t- 4 A -t- 5c -t-6// 4(/7 -H* + /+/(+...), 
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OU 

2 = 4A — 4F. 

Mais, par le théorème d’Euler, A — F = S — 2 ; donc 

* = 4 (s - 2). 

MESURE DES POLYÈDRES. 

Théorème X1D. 

488. Deux parallélipipèdes rectangles de même base 
sont entre eux comme leurs hauteurs. 

Plaçons le plus petit parallélipipède dans le plus grand, 
de manière que ABCD ( fig . a3i) soit la base commune. 
Je dis que l’on aura 

ACE _ AE 
ACE' — AE'" 

i°. Supposons les hauteurs AE, AE' commensura- 
bles, etc. {Voyez n° 241.) 

489. Corollaire. — Deux parallélipipèdes rectan- 
gles, qui ont deux dimensions communes , sont entre 
eux comme leurs troisièmes dimensions. 

On appelle dimensions d’un parallélipipède rectangle 
les longueurs des arêtes qui aboutissent à un même som- 
met ; d’ailleurs, on peut prendre pour base de ce polyèdre 
une quelconque de ses faces (478); donc, etc. 

TnÉORÈME XIV. 

490. Le rapport de deux parallélipipèdes rectangles 
est égal au produit des rapports de leurs trois dimen- 
sions. 

Soient a, b, c les dimensions d’un parallélipipède 
rectangle P; soient a', b', c' les dimensions d’un autre 
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parallélépipède rectangle F; je dis que l’on aura 

P a b c 

P' — 7 X b' X 

Prenons deux parallélipipèdes rectangles auxiliaires F' 
et P*, dont les dimensions soient a, b , c', pour l’un, et 
a, b', c, pour l’autre. 

P et P' ayant deux dimensions communes , on a 

L — L 
P" — 7' 

P' et P" donnent de même 

__ b_ 

P* ~ b'' 

Enfin, la comparaison de P* et P conduit à 

P" _ « 

F — a'' 

Le produit des rapports intermédiaires doit donner le 
rapport de P à P’ •, donc, etc. 

491. Remarque. — Les considérations du n° 244 per- 
mettent d’énoncer comme il suit le théorème qui vient 
d’être démontré : 

i°. Deux parallélipipèdes rectangles sont entre eux 
comme les produits de leurs trois dimensions ,• 

a 0 . Deux parallélipipèdes rectangles sont entre eux 
comme les produits de leurs bases par leurs hauteurs. 

On déduit aussi de ces considérations que, si l’on prend 
pour unité le cube qui a pour côté l’imité de longueur, 
le rapport d’un parallélipipède rectangle à ce cube , ou 
le volume du parallélipipède, sera donné par la pro- 
position suivante : 

492. Corollaire. — Le volume d’un parallélipipède 
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rectangle est égal au produit de ses trois dimensions , 
ou à sa base multipliée par sa hauteur. 

Théorème XV. 

493. Tout prisme triangulaire a pour mesure la moi- 
tié du produit d'une des faces latérales par sa dis- 
tance à l'arête opposée. 

i°. Soit un prisme droit, ayant pour base un triangle 
BAC {fig- a32), rectangle en A. 

Menons , par les arêtes BE et CF, des plans parallèles 
aux faces opposées à ces arêtes. Nous formerons un paral- 
lélipipède rectangle , décomposé en deux prismes trian- 
gulaires évidemment égaux entre eux. Or, le paralléli- 
pipède a pour mesure ABED X AC ; donc la mesure du 
prisme sera J A BEI) X AC. 

2 0 . Si le prisme est droit, et à base quelconque BAC 
( fig . 233), on pourra toujours le décomposer en deux 
prismes, dont les bases seront des triangles rectangles 
AGB, AGC. On aura donc, en ajoutant, 

vol. prisme = ÿBGHE X AG + j-GCFH X AG 
— iBCEF X AG. 

3°. Soit enfin le prisme triangulaire oblique ABCDEF 
{fig. 234). 

Menons arbitrairement deux plans A'B'C', D'E'F per- 
pendiculaires aux arêtes latérales , et tels que l’on ait 
A' D'= AI). Nous obtiendrons de la sorte un prisme droit 
A'B'C'D'E'F, ayant pour base la section droite A'B'C' 
du premier prisme , et qui sera équivalent à celui-ci. 

En effet, si l’on transporte le prisme tronqué 
DEFD'E'F' sur ABCA'B'C', de manière que D'E'F' 
coïncide avec son égale A'B'C', l’arète E'E, perpendicu- 
laire au plan D'E'F, prendra la direction de B' B. De 
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plus, BF, = B'E'; donc E'E == B' B 5 ainsi les sommets 
E et B coïncideront. On démontrerait de même que les 
sommets D et F coïncideront avec A et C. Donc les 
deux prismes., qui se composent du même polyèdre 
A B CD' E' F', augmenté de deux parties égales, sont 
équivalents. 

Actuellement, les deux parallélogrammes BCEF, 
B'C'E'F', de même base et de même hauteur, ont des aires 
égales; donc le prisme oblique, équivalent au prisme 
droit, aura pour mesure la moitié de BCEF, multipliée 
par la distance de cette face à l’arête opposée. 

194. I er Corollaire. — Un prisme oblique est équiva- 
lent au prisme droit qui a pour base la section droite du 
prisme oblique , et pour hauteur son arête latérale. 

Cette proposition vient d’être démontrée pour le prisme 
triangulaire. Or, un prisme à base polygonale peut tou- 
jours se décomposer en prismes triangulaires; donc, etc. 

495. a c Corollaire. — Un prisme triangulaire a pour 
mesure sa section droite, multipliée par son arête la- « 
térale. 

Soit GHI (fig. 235) la section droite du prisme. Abais- 
sons du point G la perpendiculaire GL sur HI : elle sera 
perpendiculaire à la face BCEF (398). Or, 

vol. prisme = 7 BCEF X GL = j-BE X HI X GL 
= HGI X BE. 

490. 3' Corollaire. — Un prisme quelconque a pour 
mesure sa section droite , multipliée par son arête laté- 
rale. 

497. 4 e Corollaire. — Un prisme droit quelconque a 
pour mesure sa base multipliée par sa hauteur. 


Digrtized by Google 


ioS 


GÉOMÉTRIE. 


Théorème XVI. 

498. Un prisme quelconque a pour mesure le produit 
de sa hase par sa hauteur. 

i°. Soit d’abord un parallélipipèdc ayant pour base 

ABCD (Jig- 236), et pour hauteur FI. 

Menons un plan par les deux arêtes opposées AD ,FG : 
nous décomposerons le parallélipipèdc en deux prismes 
triangulaires équivalents entre eux; car chacun d’eux 
aura pour mesure la base du parallélipipèdc , multipliée 
par J- FI. Donc , en ajoutant , 

vol. parallél. = ABCD x FI. 

2 °. Soit le prisme triangulaire AEFDHG, moitié du 
parallélipipèdc. 

En abaissant FL perpendiculaire sur DHG , nous au- 
rons 

vol. parallél. = CDHG X FL; 

donc 

Vol. prisme = DHG X FL. 

3°. Soit enfin un prisme quelconque. 

On pourra toujours le décomposer en prismes trian- 
gulaires ayant même hauteur que lui. Or, chacun de ces 
prismes a pour mesure le produit de sa base par sa hau- 
teur ; donc, etc. 

499. I er Corollaire. — Si, de T un des sommets d’un pa- 
rallélépipède, on abaisse des perpendiculaires sur les trois 
faces non adjacentes, le produit de chaque perpendi- 
culaire par la face correspondante est constant. 

500. 2 e Corollaire . — La base d’un prisme est à la 
section droite, comme l'arête latérale est à la hauteur. 

501. Le plan de la section droite d'un prisme étant 


S 
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perpendiculaire aux arêtes latérales, il s’ensuit que celte 
section peut être regardée comme la projection de cha- 
cune des bases du prisme, sur un certain plan. D’a- 
près le deuxième corollaire, la section droite est plus 
petite que la base, excepté quand le prisme est droit; 
donc, etc. 

3® Corollaire. — Une figure plane ne peut être plus 
petite que sa projection sur un plan. 

S02. Avant de passer à la mesure des autres polyèdres , 
nous allons examiner comment on doit définir le volume 
d’un tétraèdre, et par suite le volume d’un polyèdre 
quelconque. 

Soit un tétraèdre SABC ( fig . a3y) , ayant pour hau- 
teur H. Divisons cette hauteur, ou l’arète AS, en un cer- 
tain nombre n de parties égales; et, par les points de di- 
vision, menons des plans A'B'C', A'B"C", . . ., parallèles 
à ABC. Par les droites B'C', B"C", . . . faisons passer des 
plans parallèles à AS, et achevons les prismes triangu- 
laires Ai'c' A'B'C', A'i"c"A"B"C", . . . , intérieurs au té- 
traèdre. 

* A l’aide des propositions précédentes, nous pourrons 
déterminer le # volume v du polyèdre Ai'c'B'CèV. . . 
formé par la somme de ces prismes. 

Si nous divisons la hauteur H en n parties égales, tV 
étant plus grand que n, nous obtiendrons, en répétant la 
même construction , un volume v' plus grand que e; et 
ainsi de suite. Les volumes e, v' , e", . . . des sommes suc- 
cessives de prismes, vont en augmentant indéfiniment: 
d’ailleurs, la somme des prismes est toujours moindre 
que le tétraèdre; donc ces volumes doivent -tendre vers 
une certaine limite V, que nous appelons volume de 

SABC. 

11 est évident, d’ailleurs, que les considérations des 

■4 
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n°* 322 et suivants sont applicables ici , et qu’au lieu de 
la décomposition qui vient d’ètre indiquée , on pourrait 
en employer beaucoup d’autres. 

503. Relativement à un polyèdre quelconque, il suffit 
d’observer qu’une telle figure étant décomposable en té- 
traèdres (480), son volume sera la somme des volumes 
des tétraèdres composants. 

504. Nous avons défini , au u° 235, l’équivalence des 
figures. Nous compléterons cette définition , en nommant 
polyèdres équivalents y ceux qui ont des volumes égaux. 

Théorème XVII. 


505. Deux tétraèdres de bases équivalentes et de 
même hauteur sont équivalents. 

Plaçons les deux tétraèdres de manière que leurs bases 
soient dans un même plan: leurs sommets S, T (fig. a38) 
seront alors dans un même plan, parallèle au premier. 
Soit MN la distance comprise entre ces deux plans, ou la 
hauteur commune des deux tétraèdres. Divisons cette 
hauteur en un certain nombre de parties égales; parles 
]>oints de division, menons des plans parallèles aux bases : 
ils couperont les deux tétraèdres suivant des triangles 
équivalents deux à deux. 

En effet, l’on a, par exemple (408), 


A'B'C' _ /MIS' y D'E'F' _ /MN'\ ! 

ÂTC ~~ \MN ) ’ DEF ~ \MN / ; 


d’où 


Mais 


A'B'C' _ D'E'F' 
ABC "DEF 

ABC = DEF; 
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donc 

A'B’C' = D'K'F'. 

Actuellement, sur les triangles A'B'C', A"B"C", . . . pris 
pour bases , construisons , comme i I a été di t ci-dessus , des 
prismes intérieurs au tétraèdre S. De même, sur les trian- » 
gles DEF, D"E"F", pris pour bases, construisons 
des prismes intérieurs au tétraèdre T. Chaque prisme de 
S sera équivalent au prisme qui lui correspond dans T ; 
car ces deux prismes ont des bases équivalentes et des hau- 
teurs égales. Par suite, les deux sommes de prismes ont 
même volume; donc, d’après les définitions adoptées 
(502, 504), les deux tétraèdres S et T ont des volumes 
égaux ou sont équivalents. 

• Tiiéoiième XVIII . 

506. Toute pyramide est le tiers du prisme, de même 
base et de même hauteur. ’ 

i°. Soit d’abord un prisme triangulaire ABCDEF 
( fig. 239 ). Menons un plan par le sommet E et par l’a- 
rête AC. Nous retrancherons un tétraèdre EABC ayant 
même base et même hauteur que le prisme, et il nous 
restera une pyramide ayant pour base ACDF, et pour 
sommet le point E. 

Menons un plan suivant AE, EF; il décomposera la 
pyramide quadrangulairc en deux tétraèdres équivalents 
entre eux, car ils ont pour bases les triangles égaux ADF, 
ACF, situés dans un même plan ; de plus, ces tétraèdres 
ont même sommet E ; donc ils ont même hauteur. 

Actuellement, les deux tétraèdres ADEF, EABC ont 
même base et même hauteur que le prisme; donc ils sont 
équivalents. 

Il suit de là que les trois tétraèdres qui composent le 
prisme sont équivalents entre eux; donc chacun d’eux 
est le tiers du prisme. 
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2 °. Si l’on considère un prisme quelconque , et la py- 
ramide qui a même base et même hauteur que lui , on 
pourra décomposer ces deux coq», l’un en prismes trian- 
gulaires, l’autre en tétraèdres, ayant, chacun à chacun, 
.même base et même hauteur; donc, etc. 

507. Corollaire. — Toute pyramide a pour mesure 
le tiers du produit de sa base par sa hauteur. 

508. Remarque. — Le calcul indiqué au n° 502 con- 
duit facilement à l’expression du volume d’une pyramide 
quelconque. 

Soit B la base de cette pyramide , et soit H sa hauteur. 
Divisons H en « parties égales, puis, ainsi qu’il a été dit 
plus haut, construisons n — i prismes intérieurs. La base 

d’un quelconque d’entre eux sera, d’après le n°468, B 

k représentant le rang de ce prisme , compté à partir du 

sommet. Le volume de ce même prisme égale BH — . 

n? 

Donc , la somme des prismes aura pour mesure 

-+- a’ + 3 : -H. ..-h (n — i)»]. 



On trouve, par les éléments d’ Algèbre, que la quantité 
entre parenthèses égale j(n — i)n(a« — i) : conséquem- 
ment, l’expression précédente devient 


iBH 


( n — i ) (2/1 


= y RH — 


— 12 n — i 


Lorsque n augmente indéfiniment, le facteur - tend 

vers l’unité, et le facteur — =2 — - tend vers 2 . 

n n 

Donc, le volume de la pyramide sera 
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Théorème XIX. 

509. Tout prisme triangulaire tronqué est équivalent 
à la somme de trois tétraèdres ayant pour hase com- 
mune r une des bases du tronc, et pour sommets ceux 
de la base opposée. 

On appelle tronc de prisme le corps que l’on obtient 
en coupant un prisme par un plan non parallèle à sa base. 

Soit le prisme triangulaire tronqué ABCDEF( - /îg. 240 ). 
Menons , par le sommet E , et par l’arête AC , un plan 
AEC ; nous aurons un premier tétraèdre ABCE, ayant 
pour base ABC et pour sommet le point E. 

Ensuite , la pyramide quadrangulairc ACDFE peut se 
décomposer en deux tétraèdres ADFE, ACFE. Or la 
droite BE est parallèle au plan ADFC ; donc ces deux té- 
traèdres équivalent respectivement aux deux tétraèdres 

ADFB, ACFB. 

Le dernier, ACFB, peut être considéré comme ayant 
pour base ABC et pour sommet le point F. 

Enfin, le tétraèdre ADFB est équivalent à ABCD, at- 
tendu que l’arète FC est parallèle au plan DABE. 

Nous voyons donc que le prisme tronqué est équiva- 
lent à la somme des tétraèdres ABCE, ABCF, ABCD; 
donc, etc. 

510. 1 " Corollaire. — Un prisme triangulaire tron- 
qué a pour mesure le produit d'une de ses bases par le 
tiers de la somme des trois perpendiculaires abaissées 
sur celte base, de chacun des sommets de la base op- 
posée. 

511. 2 e Corollaire. — Un piisme triangulaire tron- 
qué a pour mesure le produit de sa section droite par 
le tiers de la somme des arêtes latérales. 
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512. Un tronc de pyramide, à bases parallèles, est 
équivalent à la somme de trois pyramides ayant pour 
hauteur conunune celle du tronc , et pour bases respec- 
tives la base inférieure du tronc, la base supérieure, et 
une moyenne proportionnelle entre les deux bases. 

i". Supposons d'abord la pyramide triangulaire S 
( Jig . a4 1 ), coupée par un plan parallèle à la base ABC, 
lequel détermine le tronc ABCDEF. 

Menons , par les droites AE, EC, le plan AEC., qui dé- 
tachera du tronc le tétraèdre A BCE. Coupons ensuite la 
pyramide quadrangulaire ACDFE par le plan DEC ; nous 
la décomposerons en deux tétraèdres DEFC, DACE. Le 
premier satisfait évidemment à l'énoncé. 

Quant au tétraèdre DACE, si nous menons par le point 
E une parallèle EG à DA , nous le transformerons en un 
tétraèdre équivalent DACG, lequel pourra être considéré 
comme ayant pour base AGC et pour sommet le point 
D. Il reste donc à faire voir que le triangle AGC est 
moyen proportionnel entre ABC et DEF. 

Or, les deux triangles. AGC, ABC, qui ont un angle 
égal adjacent à un côté égal , sont entre eux comme les 
deux autres côtés (274); ou 

ABC _ AB 
AGC ~ AG 

De même, les triangles AGC, DEF ont un angle égal et 
un côté égal (41 4) ; donc 

AGC _ AC 
DEF ~ DF’ 

Mais les triangles semblables ABC, DK1* donnent 

AB AC 
DK ~ DF’ 
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donc , à cause de AG = DE , 


ABC _ AGC 
AGC ~ DEF 5 
etc. 

3°. Soit actuellement un tronc ABCDA'B'C’D 
{Jig. 242 ), déterminé dans une pyramide quelconque S 
par un plan parallèle à la base. Prenons, sur le plan de 
cette base, un triangle EFG équivalent à celle-ci, et 
construisons le tétraèdre T, de même hauteur que S : 
le tétraèdre et la pyramide seront équivalents; et si le 
plan A' B’ C'D' est prolongé, il coupera le tétraèdre S 
suivant un triangle E' F'G' équivalent à A'B'C'D' (505). 
D’après cela, la pyramide SA' B' C'D sera équivalente 
à TE' F'G', et les deux troncs seront équivalents. 
Donc, le théorème que l’on vient de démontrer poul- 
ie tronc de tétraèdre, subsiste pour le tronc de pyra- 
mide. 

513. Scolie. — Soient B et A les aires des deux bases, 

et H le nombre qui représente la hauteur du tronc; on 
aura , pour l’expression du volume , * 

V=iH(B + i+ \/bb). 

514. Remarque. — On peut trouver cette formule de 
lauuanière suivante : 

Soient H' et h les hauteurs des deux pyramides dont la 
différence a fourni le tronc ; nous aurons 


V = |(BH' — bh'). 


B n * / 

Mais ^ ce qui exige que B = «H'*, b =«//’, 

« étant un certain nombre abstrait. 

On déduit de là 


H ' 1 


V' = — A' 1 ). 
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parenthèses se décompose en 
- A') ( H' ! -+- H 'A' -+■ A"); 

V = t( H'- A')(aH'H- «H'A'-t- «A'*) = ( B-t-A-t-^BA). 

Théorème XXI. 

515. Tout plan GFHE, mené par les milieux E, F 
•le fieux arêtes opposées AB, CD T un tétraèdre ABCD 
if l g- 2 43)i partage ce corps en deux parties équiva- 
lentes EGFHAC, EGFHBD. 

Le premier polyèdre EGFHAC se compose d’une py- 
ramide quadrangulaire EGFHC et d’un tétraèdre AECH. 
De même, EGHFBD se compose d’une pyramide qua- 
drangulaire EGFHD et d’un tétraèdre EBGD. 

Les deux pyramides quadrangidaires ont même base 
EGFH. De plus, à cause de FC = FD, leurs sommets 
C, D sont également distants de cette base; donc elles 
sont équivalentes. 

Il reste donc à comparer les deux tétraèdres AECIi, 
EBGD. Si nous prenons pour bases de ces tétraèdres , les 
triangles AEC, EBG, nous aurons évidemment 

AECH _ AEC w AH 
EBGD ~ EBG X Âd‘ 

Les deux triangles AEC, EBG ont leurs bases AE, EB 
en ligne droite; leurs hauteurs sont donc proportion-’ 
nelles à BC et BG ; ainsi , à cause de AE = EB. 

AEC _ BC 
EBG ~ BG ’ 

d’où 

AECH BC Alt 
EBGD ~ BG X AD 


a i(> 

La quantité entre 
(H' - 

donc ' 
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Actuellement, la ligure ABCD est un quadrilatère 
gauche, dans lequel les côtés opposés AB, CD sont coupés 
proportionnellement. Donc le plan EGFH doit partager 
proportionnellement les deux autres côtés BC, AD 
(voyez n° 4-21). Ainsi 

BG AH BC AD 

GC ~ HD’ ° U BG “ AH’ etC ' 

SIMILITUDE DES POLYÈDRES. 

510. Afin de suivre, dans la Géométrie de l’espace, la 
même marche que dans la Géométrie plane (202), nous 
observerons d’abord, qu’étant donné un tétraèdre, on 
en peut toujours construire un autre dont les arêtes 
soient, avec celles du premier, dans un rapport donné m. 

Soit en cflet un tétraèdre SABC (Jig. '->-44) > dont les 
arêtes sont a, b , c, a, j3, y. 

Prenons, à partir du sommet S, les longueurs SA = ma, 
SB' = mj 3, SC' = my, et coupons l’angle trièdre S par 
le plan A'B'C'. Les triangles SAB, SA' B' sont semblables; 
donc A' B' = inc. De même, B'C' = ma, A'C' = mb. 
Ainsi, les arêtes du tétraèdre SA' B'C' sont ma, mb, me, 
ma, m/3, my. 

517. Deux tétraèdres sont dits semblables , lorsque les 
arêtes du premier sont proportionnelles aux arêtes du 
second , et qu’elles sont semblablement disposées. 

Deux polyèdres sont dits semblables, lorsqu’ils sont 
composés d’un même nombre de tétraèdres semblables 
chacun à chacun, et semblablement disposés. 

518. On conclut, de ces deux définitions, que 

i°. Deux tétraèdres semblables ont les faces sembla- 
bles chacune à chacune, et semblablement disposées , 
les angles dièdres égaux et les angles trièdres égaux. 
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2 °. Deux tétraèdres semblables à un troisième sont 
semblables entre eux. 

3°. Deux polyèdres semblables à un troisième sont 
semblables entre eux. 

Enfin, la première définition conduit aussi au théo- 
rème suivant : 

Théorème XXII. 

819. Tout plan parallèle à la base d'un' tétraèdre 
détermine un second tétraèdre , semblable au premier. 

520. i cr Corollaire. — Tout plan parallèle à la base 
d'une pyramide détermine une seconde pyramide , 
semblable à la première. 

521 . a' Corollaire . — Les arêtes homologues de deux 
pyramides semblables sont également inclinées sur les 
faces homologues. 

522. 3 e Corollaire. — Les hauteurs de deux pyra- 
mides semblables sont proportionnelles aux arêtes ho- 
mologues. 

Théorème XXHI. 

523. Deux tétraèdres sont semblables , lorsqu’ils ont 
un angle dièdre égal , compris entre deux faces sem- 
blables chacune à chacune , et semblablement dispo- 
sées. 

Soient l’angle dièdre SA = S'A' {fi g. a45), la face 
ASI3 semblable à A S' B', et la face ASC semblable à A'S'C'. 
Je dis que les deux tétraèdres S, S' seront semblables. 

Prenons SA" = S'A', SB" = S' B', SC" = S'C' : le té- 
traèdre SA" B"C" sera égal à S'A' B'C' (463). 

A cause de cette égalité, et d’après l’hypothèse, nous 
avons 

SA SB _ SC 

SA" ~ SB" ~ SC 
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Par suite, les côtés du triangle A'IV'C" sont parallèles 
respectivement à ceux du triangle ABC, et le plan A"B"C" 
est parallèle à ABC ; donc (519) les tétraèdres SA''B"C", 
SABC sont semblables. 

Théorème XXIV. 

524. Deux tétraèdres sont semblables , lorsqu'ils ont 
une face semblable, adjacente à trois angles dièdres 
égaux chacun à chacun , et semblablement disposés. 

Nous laissons au lecteur le soin de démontrer ce théo- 
rème et le suivant. 

« . 

Théorème XXV. 

525. Deux tétraèdres sont semblables , lorsqu'ils ont 
cinq angles dièdres égaux , chacun à chacun , et sem- 
blablement disposés. 

Théorème XXVI. 

52B. Deux polyèdres semblables ont les faces homo- 
logues semblables , les angles dièdres et les angles po- 
lyèdres égaux, chacun à chacun. 

i°. Considérons d’abord un polyèdre convexe P. Dé- 
composons ce polyèdre en tétraèdres, ayant pour sommet 
commun un point O, intérieur à P. Prenons ensuite ar- 
bitrairement un point O', et construisons, avec ce point 
comme sommet, une série de tétraèdres semblables à 
ceux qui composent le polyèdre P, et disposés de la même 
manière. Nous obtiendrons un polyèdre l y , semblable à 
P. Nous appellerons sommets homologues, dans ces deux 
polyèdres , ceux qui seront homologues dans deux tétraè- 
dres correspondants; arêtes homologues , celles qui au- 
rout des extrémités homologues, etc. 

En premier lieu , les surfaces de nos deux polyèdres 
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sont évidemment composées d'un même nombre -de 
triangles, semblables chacun à chacun, et assemblés de 
la même manière. 

Secondement , si deux ou plusieurs triangles de P sont 
dans un même plan , et forment une même face de ce 
polyèdre, leurs homologues seront dans un même plan ; 
et les deux surfaces polyédrales seront composées d’un 
même nombre de faces, semblables chacune à chacune. 

En effet , l’angle dièdre qui a pour arête AC (Jig- 246) 
et pour faces BAC, OAC, est égal à l’angle dièdre B' A'C’O', 
à cause de la similitude des tétraèdres BACO, B A'C'O'. 
De même, l’angle dièdre OACD est égal à son homo- 
logue. Si donc les deux triangles BAC, CAD sont dans 
un même plan , les deux angles dièdres B' A'C'O', O' A C I)' 
étant. supplémentaires ( 438 ), leurs faces B' A'C' et C'A'D' 
seront dans un même plan. 

Le même raisonnement prouve que si les deux trian- 
gles BAC, DAC ne sont pas dans un même plan , l’angle 
dièdre BACD sera égal à B'A'C'D'. Donc, dans les deux 
polyèdres P, P', les angles dièdres homologues sont 
égaux. 

Si actuellement nous prenons, dans P et F, deux angles 
homologues , nous voyons , d’après ce qui précède , que 
ces angles polyèdres ont les faces égales et les angles diè- 
dres égaux; donc, ils sont égaux. 

Le théorème est donc complètement démontré pour 
deux polyèdres convexes semblables. 

2 0 . Un polyèdre non convexe peut toujours se décom- 
poser en un certain nombre de polyèdres convexes. Or, 
si deux polyèdres convexes P et Q, ayant une face com- 
mune A, sont semblables à deux polyèdres P' et Q, le po- 
lyèdre formé de P et Q sera semblable à celui qui ré- 
sulte de F et Q', si ces derniers sont unis suivant la face 
homologue à A, et si le rapport de similitude est le même 
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entre P, P' et Q, Q'. Donc le théorème est également 
vrai pour deux polyèdres non convexes. 

COMPARAISON DES VOLUMES. 

Théorème XXVH. 

527. Deux tétraèdres SABC, SA'B'C' (fig- 2 47)> <7 Mt 
ont un angle trièdre égal, sont entre eux comme les 
produits des arêtes qui comprennent cet angle. 

Menons le plan BA'C'; nous déterminerons un té- 
traèdre auxiliaire SA'BC'. 

Comparant d’abord SABC, SA'BC', nous aurons, 
puisque ces deux tétraèdres ont même hauteur BO, 

SABC _ SAC SA SC 
SA'BC' — SA'C' — SA' ‘ SC'‘ 

Ensuite, lcsdeux tétraèdres SA' BC' et SA'B'C', qui ont 
même base SA'C', sont entre eux comme leurs hauteurs 
BO, B'O'j donc, à cause des triangles semblables SBO, 
SB'O', 

SA'BC' _ SB 
SA'B'C' — SB'" 

On déduit, de ces deux rapports intermédiaires, 

SABC SA SB SC 

. .... — • . • • pfp 

SA'B'C' SA' SB' SC" 

Théorème XXVIII. 

528. Deux tétraèdres semblables sont entre eux 
comme les cubes des arêtes homologues. 

Si , dans le théorème précédent , on suppose les deux 
tétraèdres semblables , on aura 

SA _ SB _ SC 
SA' ~ SB' ~ SC" 


Digitized by Google 



V 


‘2 À 2 GÉOMÉTRIE, 

d’où 

S ABC /SA y 

SA'B'C' ~ \SÂ7 ; 
etc. 

Théorème XXIX. 

529. Deux polyèdres semblables sont entre eux 
comme les cubes des arêtes homologues. (Voyez n°276.) 

PROBLÈMES 

RELATIFS AUX LIVRES CINQUIÈME F.T SIXIÈME. 

Problème I. 

Déterminer la hauteur d'un tétraèdre , connaissant 
ses mêles. 

Soit SABC (fig- 248 ) un tétraèdre, dans lequel nous 
prendrons ABC pour base, et SP pour hauteur corres- 
pondante. Du point P, projection du sommet S, abais- 
sons PD perpendiculaire sur BC, puis menons SD : cette 
dernière droite sera perpendiculaire à BC (381, 2 0 ). 

Supposons maintenant que nous fassions tourner la 
face SBC, autour de BC, jusqu’à ce qu’elle vienne se ra- 
battre dans le plan ABC. Dans ce mouvement, la droite 
DS n’aura pas cessé d’être perpendiculaire à BC; donc, 
lorsque les plans des deux faces coïncideront, cette droite 
DS viendra en DS' sur le prolongement de PD. Ainsi , 
quand on fait tourner une des faces d’un tétraèdre autour 
du côté commun à cette face et à la base, jusqu’à ce qu’elle 
vienne coïncider avec le plan de la base, le rabattement 
du sommet, et lê pied de la hauteur du tétraèdre, sont 
situés sur une même perpendiculaire à l’axe de rotation. 

Soit actuellement (fig. 249 ), en vraie grandeur, ABC 
la base du tétraèdre; et soient BCS', A CS", ABS" les ra- 
battements des faces latérales. Nous aurons 

AS'' = AS", BS' = BS”, CS' = CS". 
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Si, des points S', S", S", nous abaissons des perpendicu- 
laires sur les côtés correspondants , ces trois droites de- 
vront se couper en un même point P, projection du som- 
met inconnu. En outre, la hautcAr SP ( fig. 248) est 
un côté de l’angle droit du triangle APS, dans lequel 
AS = AS" est l’hypoténuse. Si donc nous décrivons une 
demi-circonférence sur AS" comme diamètre, si du point 
A comme centre, nous traçons l’arc PD, et si nous me- 
nons S"D, cette droite sera la hauteur demandée. 

Si les arêtes sont données en nombres, on pourra cal- 
culer, d’après cette construction , l’expression de la hau- 
teur du tétraèdre. La formule étant assez compliquée, 
nous allons la chercher seulement dans quelques cas par- 
ticuliers. 

i’ ,r Cas. — Supposons que les arêtes SA, SB, SC soient 
égales entre elles. Alors le point P, projection du sommet 
S, est évidemment le centre du cercle circonscrit au 
triangle ABC ; et la droite AP est le rayon R de ce cer- 
cle. Si donc nous représentons par a, b , c les côtés BC , 
AC, AB -, par â la longueur commune des arêtes ; par h 
la hauteur cherchée; et par A l’aire delà base ABC; nous 
aurons 

A = -îV(a + 4 + t)(»+ b — c)(o c — b) [b c — a), 

• abc 

R = _ ( 28| )> 
h — \js : — R>. 

Le volume sera donné ensuite par la formule 
V = 7 AA ; 

ou, en faisant les substitutions indiquées, 

V= ~ ^(a-{-b -+- c)(a4-è — r)(fl -f-r — b){b -+- c — a jî 1 — a*b'c‘. 

2' Cas. — Admettons que le triangle ABC soit isos- 
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cèle ; alors les valeurs qui précèdent deviendront, en 
prenant c = b, 

A = | y^( 2 b -t- a) (t.0 — a), R = 

h = 9^ - — y . . , .» 

“ (7O -1- a)( 7 b — a) 

V = — -H a) (7b — a) J 3 — b'. 

3 e Cas. — Si, pour particulariser davantage, nous sup- 
posons le triangle ABC équilatéral, nos formules se sim- 
plifieront encore-, elles deviennent en effet, en faisant 
b = a. 


A — ■}• a 3 v^3, R = — > h — 

V3 

V = a 3 y/35 3 — a 3 . 


4' Cas. — Enfin , supposons qde toutes les arêtes du 
tétraèdre deviennent égales entre elles -, alors ce tétraèdre 
sera dit régulier, et les formules qui viennent d’être 
écrites deviendront , par l’hypothèse de d = a, 

A = iW 3 , R = -~=* b = a y/}, V = *W 2 - 
V3 

Observons que ces différents cas , que nous venons de 
déduire les uns des autres , peuvent tous être obtenus di- 
rectement, par des considérations fort simples. 

Problème II. 

Partager un tronc de pyramide en parties propor- 
tionnelles h des nombres donnes , par des plans paral- 
lèles aux bases. 
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<-<■ problème; analogue à celui que nous avons résolu 
pour le trapèze (Livre III, problème XII), n’est pas sus- 
ceptible cl une solution graphique fondée seulement sur 
I emp o. de la règle et du compas. Nous allons donc ’cher- 
c 1 er les expressions algébriques des diflèrénts segments 
e la hauteur du tronc de pyramide, ce qui permettra 
dans chaque cas particulier, de calculer les valeurs nu- 
mériques de ces lignes. 

Soient B, b les deux bases, et II la hauteur du tronc. 
Supposons , pour fixer les idées, que ce polyèdre doive 
être partage en Dois parties proportionnelles h m, n p- 
et soient x, ,jr, z les hauteurs de ces segments. 

Prolongeons les faces latérales du tronc de manière à 
reconstruire les deux pyramides dont il est la dillërencc. 
Soit h la hauteur inconnue de la plus petite pyramide- 
alors H + h sera la hauteur de la plus grande. 

Soient actuellement B' et B" les aires des sections laites 
dans le tronc par les plans parallèles aux bases; nous 
aurons (468) , 


(H+A)’ (H-t-A — ,r)’ : 
et ensuite (513) 

S 

v'BB' -+- B') J 


B' 


(H -i-A — x — j-y /,»> 

v 


(B 

(B 4 - v'B b ■ 
(b' + \Ji PîF 


m 


(B 

(B"- 


v/ba 

y /§ "b 


A)H 

-B")/ 


m 


n 


b) H 
b') z _ 


"> -h n -h p 
P 


(B 4- y^Bè 4- 6 )H n ‘ -t- « 4 - p 

Les premières proportions donnent facilement 

v B — VB - y/B' _ y/B' - y/F __ y/Ër_ yT fr 


11 




4 r 


Digitized by Google 


22<i 

d’où 


GÉOMÉTRIE. 


^.jÆzÆ, ,-. 

\/B — 0* 01 — \jb* 

. ‘ — ~ v^-yfr . 

\/b —^b 

En substituant ces valeurs dans les autres proportions , 
on obtient 

B0t — B'y B 7 __ * /n t 

B 0B — b ~ n + P 

B' — B"y/p 7 ' _ n . 

B y B — è y' b ~ f ■ -H n + P 

.. B"y/r- & \fb _ 

B v'B — è v * T « 

• 4 * * 

La dernière équation donne 


JL 

n 


B" v'B" = 

T m 4 

puis , la seconde , 

•* • 

B'v'B' = 


-1 -J/n -+• n) J \/6j; 


[(« -t- />; B ^B -+- mb fb\. 


m -t- 'fc -4- p 

* . 

Si l’on forme les carrés des deux membres, dans chacune 
de ces dernières équations , et qu’ensuite on extraye la ra- 
cine cubique, on aura les valeurs de B" et B'; après quoi 
de simples substitutions donneront les expressions défini- 
tives de x, j, z. Ce dernier calcul n’offrant plus de dif- 
ficulté, nous laisserons au lecteur le soin de l’effectuer. 

Problème III. 

Par les milieux E, F de deux arêtes opposées d’un 
tétraèdre ABCD (fg- 200 ) , on fait passer une infinité 
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de plans. Quel est relui qui détermine la section la plus 
petite en surface ? 

Soit EGFH le quadrilatère déterminé par l’un quel- 
conque des plans sécants. Meuons la diagonale EF, et ' " 
abaissons, par les sommets G, H, les perpendiculaires 
GG', HH' sur FE. Le quadrilatère a pour mesure 

|EF X (GG' H- HH').., 

Or, si le plan sécant tourne autour de EF, le facteur 
GG' + HH' variera de grandeur, l’autre étant constant. * 

Il suit de là que le quadrilatère EGFH sera minimum, 
lorsque la somme des perpendiculaires GG', I1H sera la 
plus petite possible. ; 

Par la droite EF, nous pouvons mener un plan P, pa- 
rallèle aux arêtes AC, BD. Généralement (420), les droites 
GG', HH', parallèles entre elles, sont des obliques à ce 
plan ; leur somme sera donc un minimum lorsqu’elles 
seront perpendiculaires. Alors GG' sera la commune 
perpendiculaire aux droites BD, EF ; HH' sera la com- . 
mune perpendiculaire aux droites EF, AC ; et le nlan 
EGFH sera perpendiculaire à P. 

Ainsi , pour résoudre le problème proposé : 

Faites passer par la droite EF, un plan P, parallèle 
aux arêtes AC, BI); par cette même droite, menez un 
plan perpendiculaire au premier : il déterminera la sec- 
tion minimum. 

Observons , en terminant, que le plan P esta égale* 
distance des arêtes AC, BD, et que, par suite, les droites 
GG', HH' sont égale entre elles. 

. t ‘ * 

Problème IV 


Étant donne un parallélipipèdc , dont toutes les faces 
sont des losanges égaux, on demande le volume de ce 
polyèdre, en fonction des diagonales des faces. 
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Ce parallélipipèdc, dont le cube est un cas particulier, 
porte, en Cristallographie, le nom de rhomboèdre, parce 
que le losange est qpssi appelé rhonibe. 

Imaginons qu’au sommet A du rhomboèdre (./%• 25 1) 
se réunissent trois angles plans égaux BAD, I)AE, EAB; 
et, pour fixer les idées, supposons que ces angles soient 
obtus. Alors, si nous menons BD, DE, EB, ces droites se- 
ront les grandes diagonales des faces AC, AH, AF; de 
plus, elles seront égales, puisque les faces sont des lo- 
sanges égaux. 

Par ces trois droites, faisons passer un plau BDE ; nous 
obtiendrons un tétraèdre A BDE équivalent au sixième 
du rhomboèdre. 

En effet, le tétraèdre ABDE est équivalent à la moitié 
de la pyramide quadrangulaire ayant pour base ABCD 
' et pour sommet le point E, et cette pyramide est le tiers 
du parallélipipède. ^ 

Nommons g la grande diagonale DE, et p la petite dia- 
gonale AH ; nous aurons 

AB = AD = AE = -j: \/g' -P />’• 

s. • 

Par suite, la formule trouvée dans le troisième cas du se- 
cond problème nous donnera, pour le volume du té- 
traèdre, 

. - TT g’ W — 

* Ee volume du rhomboèdre sera donc 


V = g 1 vV - g'- 

Remarques. — i°. Le rhomboèdre que nous venons 
de considérer est appelé rhomboèdre obtus. 

• JJ es t facile de voir qu’avec les mêmes faces on peut 
généralement former un autre rhomboèdre dans lequel 
Tes trois angles plans égaux qui se réunissent en un même 
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sommet , seront aigus. Le volume <le ce rhomboèdre aigu 
sera , d’après la formule précédente , et en y permutant 
les lettres, 

V' = v' V - p ‘‘ 

a°. Le premier rhomboèdre est toujours plus petit que 
le second , excepté quand p — g\ alors les deux polyèdres 
se transforment en cubes égaux. 

3°. Observons encore que V deviendrait imaginaire si 
l’on avait 3 p x < g' ; donc le rhomboèdre obtus 11 ’est pos- 
sible que si le rapport de la grande diagonale à la petite 
est inférieur à \/3. , 

, J 

, Problème V. 

* 1 ' • 

• Étant donné un dodécaèdre dont toutes les faces 
sont des losanges égaux , on demande le volume de ce 
polyèdre , en fonction de V arête. . 

Ce polyèdre, qtte l’on rencontre dans la nature, est 
appelé dodécaèdre rhomboïdal. 11 est représenté dans la 
figure 252. 

Imaginons qu’au sommet G se réunissent, par leur s 
angle obtus, trois losanges égaux. Les côtés de ces lo- 
sanges, non adjacents à ce sommet, formeront une ligne 
brisée AIBKCL dont les côtés , parallèles deux à deux . 
ne seront pas dans un même plan. Par les sommets de 
cette ligne brisée , menons six droites parallèles entre 
elles, et égales à AI: les extrémités de ces droites seront 
les sommets d’une nouvelle ligne brisée DMENFP, 
égale à la première. Enfin, sur cette ligne prise comme ... 
base, appliquons une surface polyédrale DM. . .PH, 
égale à LC... AG fie dodécaèdre sera formé; et, si la di- 
rection AD a été convenablement choisie, toutes ses faces 
seront égales entre elles. 

» . 
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Ce qui précède ayant seulement pour objet de faire 
concevoir la forme du dodécaèdre rhomboïdal, supposons 
ce polyèdre construit, ët examinons quelles sont les con- 
ditions qui pourront servira le déterminer en effet. 

» Par le sommet G, je mène, dans l’intérieur du corps, 
une droite GS, égale et parallèle aux arêtes latérales AD, 
IM. . . . J’unis le point S aux sommets D, E, F par les 
droites SD, SE, SF, et j’obtiens de la sorte quatre po- 
lyèdres que l’on voit, séparés les uns des autres, dans la 
figure 253. 

Il est visible que ces polyèdres sont des rhomboèdres ; 
je dis , en outre, que ces rhomboèdres sont égaux. 

En effet , si les trois angles égaux AGB, BGC, CGA 
( Jig . 252)sont obtus, les deux angles MI A, ÎSIIB (Jig . a53) 
seront égaux aux premiers; donc, dans le rhomboèdre 
AE, les trois angles plans qui se réunissent en I sont ob- 
tus. De même, dans les rhomboèdres CD, CE, SH, les 
angles plans en L, K et S sont obtus. D’ailleurs tous ces 
angles sont égaux ; donc, etc. , 

Observons actuellement que, dans les trois rhom- 
boèdres CD, CE, AE, les angles dièdres suivant GS sont 
égaux , comme opposés aux angles dièdres suivant LP, 
KN, IM, lesquels sont égaux entre eux (438 et 453). 
Chacun de ces angles dièdres vaut donc les ~ d’un angle 
*' dièdre droit. 

Cela étant, faisons passer un plan suivant les sommets 
A, B, M; nous détacherons du dodécaèdre le tétraèdre 
ABMI(yîg. 2.54), danslequel chacun des angles dièdres AI, 
u 

BI, MI vaut Ï-. Abaissons, du sommet I, la perpendicu- 

«J * . 

lai re 10 sur le plan du triangle équilatéra^ABM. Menons 
aussi les droites BT, MT perpendiculaires sur l’arête 
Al : elles se couperont en un même point, parce que les 
triangles AIB, AIM sont égaux; et, comme l’angle de 
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ces droites mesure l'angle dièdre suivant AI , nous aurons 


BTM ■= |- 


BOA. 


Il suit de là que les triangles isoscèles BTM, AOB 

sont égaux; donc BT = BO = ~ (300). 

V3 

Enfin, si nous abaissons IU perpendiculaire sur AM, 
les triangles rectangles AIU, AMT donneront 


. AI 


IU 


, t AM MT 

Représentons par g la grande diagonale de chaque 
face, et par p la petite^ nous aurons 


AM = AB = g, IU = ±p, 

' _ > 

AI = ±)/g' + /»>, MT = BT = 




et la jîroportion précédente donnera 

_ , • ■ 

te -+• p 1 — > V3; d’ofi g = p \fi. 

* >» 

Ainsi, dans le dodécaèdre rhomboïejal , les diago- 
nales des faces sont entre elles comme 'J o. est à i. 

Conséquemment, si l’on désigne par a l’arète du rhom- 
boèdre, on aura 

a = \p \f%, 

et, réciproquement, 

P = T a \/3, g s= \afë. 

* 

La formule trouvée dans le problème IV donnera donc, 
pour le volume d’un des quatre rhomboèdres, 

lia» tefi — W j a- te 


* 
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Multipliant cette quantité par 4i nous obtiendrons défi- 
nitivement, pour le volume cherché, 




V = y[S. 

« 

PnOBLÈMK V^I. 

Un cube étant donné (fi g. a55) , on prend , sur ses 
arêtes et à partir des sommets , les distances El, EK, 
EL, AM,... égales entre elles. On mène les plans 
* . A1F, HLF, AKH, . . . , lesquels déterminent un polyèdre 

. ayant pour faces vingt-quatre quadrilatères égaux. 
On demande d'évaluer la surface et le po/ume de 
ce corps. • 

- , Le polyèdre obtenu par la construction qui vient d’être 
, indiquée appartient, comme le rhomboèdre et le dodé- 
caèdre rhomboïdal , à la Cristallographie. Ou l’a appelé 
*■ trapézoèdre. 11 est représenté dans la figure 256. 

Soit O (fi g- 2 5 5) le centre du cube : toutes les laces 
du trapézoèdre sont évidemment à la même distance de 
ce centre. Prenons le point O pour sommet commun de 
pyramides ayant pour bases les faces du polyèdre : toutes 
ces pyramides auront même hauteur. Si donc, comme 
nous le verrons plus loin, elles sont égales entre elles, il 
suftira d’évaluer la base de l’une d’elles, ainsi que leur 
hauteur commune. 

Prenons à part (Jîg. 25 y) le tétraèdre A1FO qui a 
pour base la section AIF faite dans le cube par l’un des 
plans limitant le trapézoèdre. Désignons par a l’arête du 
cube, et par b la distance constante IE ( fig . a55), la- 
quelle est supposée moindre que {-«. IVous aurons, ainsi 
qu'il est facile de le voir, 

* . 1 

AF = it ^ 2 , IA — IF =r ^ a : -4- b 

OF — OA — j A(V = -t afi 3 ; , 

•A 
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Soit N (fig. ify) le milieu de AF; menons EN ; abais- 
sons OP perpendiculaire sur cette droite : OP sera la liau- 
teurcommune de nos pyramides. Abaissons aussi IQ per- 
pendiculaire sur ON. Nous aurons, dans le triangle OIN, 

ON 


OP = IQ 


IN ’ 


or, dans la figure 255, ON est parallèle à HE; donc 
IQ — ± EB = y'i- 

D'ailleurs 

on = }«, in == y/îÊV ËN = y/ b- -^ ; 

op = i«fi-—Â a • a ' 


donc 


fo 1 -1- ÿ a 7 y^a 1 -+- 2 b‘ 

Si nous menons IL et HA, nous aurons ensuite 



IR 

_ IL 

IE 


RA 

~HÂ 

“ HE ’ 

d’où 





IR 


IE 


IA 

“ IE 

-t- he‘ 

Ainsi , 





IR = 

b 

a -+- b 

\Ja 1 -|- / 


Considérons maintenant en particulier le triangle isos- 
cèle AIF (Jig- a58), dans le plan duquel sera située une 
face du trapézoèdre. Le plan HLF (Jig- 255) coupe 
AIE suivant la droite RF {fig. a58); et si nous prenons 
IR == IR, la droite AR' représentera l’intersection des 
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plans AIF, HKA (Jig- 255). De plus, le plan passant pâl- 
ies points H, E, M, coupe le plan AIF suivant une droite 
qui passe en N, 'et qu^est parallèle à IF (386). Si donc, par 
le point N ( fig . 208^ nous menons INF' parallèle à FI, et 
WA' parallèle à AI, le quadrilatère NSUTsera, en vraie 
grandeur, l une des faces du trapézoèdre. Donc, autour 
du point N {fig. 255) se réuniront quatre quadrilatères 
égaux à NSUT ; et, comme tout doit être identique rela- 
tivement aux six faces du cube, le polyèdre dont il s'agit 
aura, comme nous l’avons dit, vingt-quatre faces, toutes 
égales entre elles. 

Quant aux pyramides dans lesquelles nous supposons le 
trapézoèdre décomposé , elles ont même hauteur ; nous 
venons de voir que leurs bases sont égales; d’ailleurs le 
point P ( fig . 257 ), projection de la hauteur, sera situé 
de la même manière dans chaque base; donc, etc. 

Il reste à évaluer l’aire du quadrilatère NSUT, dans 
lequel, évidemment, NS = NT, et US = UT. 

Représentons, pour abréger, AF par 2 a, AI par /3, 
NI par h, et IR par y; nous aurons, en menant NX pa- 
rallèle à FR, 


Les quadrilatères IRUR', NTUS sont évidemment sembla- 
bles ; donc 


UI IR 



UN IX 


d’où 


UI = IN ; 


P -+- 3y p —I— 3-y 


NTUS 



Or, IRUR' a pour mesure 
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Donc 


(P+ y)’. 


m-us - 2 * y,/i ■ (t±jy — 

. KTUS> “ P(f>4-3y) \ 27 j - ■ P(P+3 7 ) 

» 

Ainsi, F étant une face du trapézoèdre, •. 


Mais 


k — ■ aA (P -+- v) 1 . 

. * 7 P(P + h) 

* « 

•a^= i« <JÏ, $ = <Ja' + b % 


7 = — r ya 1 Hr /, = y'P 1 — *’ == V^' ■+• 7° 3 j 

ri -4- O 

donc, en substituant 

, « (a -f- ai)* - 

F -‘- (a 4 -6 X V4-4i)V 2i + a - 

• * 

Enfin, si nous multiplions cette quantité par 


-4- a* 

« • 

nous aurons, pour le volume cherché , 

V — ' al ( a + - . » 

(a 4- i)(a 4- 4*) 

Problème VII. 

% 

s . 

Trouver l'aire de la surface convexe, et le volume 
d'une pyramide pentagonale régulière dans laquelle le 
rayon de la base = î 2 millimètres , et la hauteur = 7 
millimètres . 

Représentons par R, c, H, le rayon , le côté de la 
base et la hauteur de la pyramide; représentons aussi 
par A et V l’aire et le volume cherchés , et par B l’aire 
de la base. Soit enlin a la hauteur de chacun des trian- 
gles isoscèlcs égaux qui forment la surface latérale de la 
. pyramide. 
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ISous aurons (305, 309), ^ * 

e = y ^/io — ay^, ■ j p» B, — }rV'0 -+- 2\/5, 

« = ^ ^.(6 ■•-+.' 4 ^) 7 TX = v = -jBH. • 

Si nous effectuons, nous trouverons d’abord 
log 2 y /5 = -j log 20 = o, 65 o 5 .i 5 o ; 

2 v 5 = 4 > 47 2, 4 ; 

io — lyfë = 5,52786; io -+- 2^5 = i4,472'4; 

6 -+- 2^5 = 10 , 47214 . 

Puis, en prenant le millimètre pour unité, . 

tï R ,(; + ?-v 5) = 9. io, 47 2i 4 = 94, a 49 2 ; 

H’+ -R 1 6 -+- 2y(5) = 49 +94,2492= 143,2492 = 0'. 

logo 1 = a r i 56 o 9?.2 log (10 — 2^5) = 0,7425570 

logo = 1,0780461 m y = 0,3762785 

1 log R = 1,0791813 

log a = 1,0780461 

. , log 5 — 0,6989700 

• — 2 log 2 = — 0,6020600 

• * log A = 2 , 63 o 4 i 59 

. ■ *■ A = 4^6,989 

log (10 -+- a^ 5 ) = i,i 6 o 5328 
i = 0,5802664 

> 1. R-’ 

log 3~g — l°g 6 = 0,778151 3 

log 5 = 0,6989700 
log H = 0,8450980 

logV = 2,9024857 
V = 798,888 

Ainsi , la surface latérale de la pyramide est d’environ 
427 millimètres carrés; le volume équivaut à 799 milli- 
mètres cubes. 

FIN m LIVRE SIXIÈME. 
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SURFACES COURBES. 

1 ‘ 

# 

». 

PRÉLIMINAIRES. . ' • - 

830. Nous avons vu. que le plan peut être engendré, 
soit par une droite glissant sur-une droite donnée et res- 
tant parallèle à une droite donnée (391), soit par une 
droite qui est toujours perpendiculaire à une même 
droite en un même point (366). 

Cette manière de considérer le plan comme engendré 
par le mouvement d’une ligne, a été étendue à toutes 
les surfaces; et l’on est arrivé alors à la définition sui- . 
vante : 

Une surface est le lieu des positions que prend une 
ligne qui change de position et même de forme,' d’a- 
près une loi déterminée. 

Pour éclaircir cette définition, nous allons prendre 
quelques exemples simples. 

531. Surfaces cylindriques. — Si une droite DE 
(fig- aSg) se meut en s’appuyant constamment sur une 
ligne fixe ABC, et en restant parallèle à une droite don- 
née MN, le lieu des positions de la droite mobile est 
une surface cylindrique. • 

La droite mobile, qui engendre la surface cylindrique, 
se nomme génératrice : ainsi, DE, D'E', D" E", . . . sont 
différentes positions de la génératrice. La ligne fixe ABC, 
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qui règle le mouvement de la génératrice , est appelée 
directrice. 

Si cette directrice est rectiligne, la surface cylindrique 
devient un plan. 

532. Prenons pour directrice une circonférence de 
cercle ABC {fig- 260 ), et pour génératrice une perpen- 
dicula it% au plan de cette circonférence; supposons aussi 
que la surface cylindrique soit terminée au plan AlîÇ et 
à un plan A'B'C' parallèle au premier : le corps ter- 
miné par ces deux plans et par la surface cylindrique 
sera un cylindre droit, à base circulaire . 

533. Surfaces coniques. — Une surface conique est 
engendrée par une droite assujettie a s’appuyer sur une 
ligne fixe ABC {fig- 261 ), et à passer par un point fixe 
O. Chaque génératrice DO, D'O, . . . pouvant être pro- 
longée indéfiniment de part et d’autre du point O, on 
voit que la surface est formée de deux parties, ou de 
deux nappes. Le point directeur O, où ces nappes se 
réunissent, est appelé centre de la surface. 

534. Choisissons, pour directrice de la surface conique , 
une circonférence ABC {fig- 26 a) ; plaçons le point di- 
recteur sur l’axe JS de la circonférence : le corps limité 
par le plan ABC et par la nappe inférieure de la surface 
conique , est un cône droit , à base circulaire. 

Le point S se nomme sommet , et les droites SD, SD',... 
sont les génératrices, ou les arêtes du cône. 

535. Subfaces de révolution. — Soient une droite 
fixe XY {fig. a(J3), et une ligne quelconque ABC. Me- 
nons, de différents points A, B, C, . . . de cette ligne, 
des perpendiculaires AA', BB', CC', . . . sur XY. Si nous 
faisons tourner le système AA'BltCC'. . . autour de XY, 
chacun des points de la ligne ABC décrira une circonfé- 
rence ayant son centre sur XY, et dent le plan sera 

* K 
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perpendiculaire à cette droite; et la ligne ANC engen- 
drera une surface de révolution. 

Les circonférences décrites par les différents points de 
la génératrice ABC sont appelées des parallèles de la sur- 
face, parce que leurs plans sont parallèles entre eux. 

La section MNP, faite par un plan passant suivant 
Y axe de rotation XV, est un méridien. ■ 

Il est facile de s’assurer que tous les méridiens sont 
égaux entre eux. 

536. Supposons que le rectangle ABCD ( fig . a64) 
tourne autour de son côté CD, supposé fixe. Les droites 
égales AD, BC engendreront des cercles égaux et paral- 
lèles. La droite AB engendrera une surface de révolution ; 
mais, comme cette droite est toujours parallèle à XY, il 
s’ensuit que la surface est cylindrique , et que le corps 
engendré par ABCD est le cylindre droit, à base circu- 
laire. Delà, cette déGnition, adoptée dans les Éléments : 

Le cylindre droit , à base circulaire , est le corps en- 
gendré par un rectangle tournant autour d'un de ses 
côtés, supposé fixe. 

537. De même, si nous prenons pour génératrice l liy- 
poténuse CB (f‘g- a65) d’un triangle rectangle tournant 
autour de son côté CA, la surface de révolution devien- 
dra celle du cône droit à base circulaire. Donc, 

Le cône droit, à base circulaire, est le corps engen- 
dré par un triangle rectangle, tournant autour d'un 
des côtés de l'angle droit, supposé fixe. 

538. Enfin, adoptons pour génératrice de la surface 

de révolution , la demi-circonférence ACB (fg‘ 266), et 
supposons que l'axe de rotation soit le diamètre AB. Le 
lieu engendré par ACB sera une surface sphérique, et le 
corps terminé à cette surface sera une sphère. Il est re- 
présenté dans la fig. itvj\ . 
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Ou donne aussi le nom de sphère à la surface sphérique. 

Comme, dans le mouvement de la génératrice, les 
rayons OD, OE restent égaux entre eux, on peut adopter 
la définition suivante : 

La sphère est une surface dont tous les points sont à 
égale distance d’un point intérieur , appelé centre. 

539. Après ces notions générales, nous allons exami- 
ner les propriétés de la surface sphérique , en nous bor- 
nant , pour le cylindre et le cône , à ce qui vient d’ètre 
exposé. 

' SPHÈRE. • 

Théorème I. 

540. Toute section faite dans une sphère , par un 
plan , est un cercle. 

Soit ACB ( fig . 268) la courbe suivant laquelle le plan 
MN coupe la surface sphérique. Abaissons du centre de 
la sphère , la perpendiculaire OD sur MN, et menons les 
ravons AO, BO, CO dont les projections , sur le plan sé- 
cant, sont AD, BD, CD. 

D’après la définition, les obliques AO, BO, CO sont 
égales; donc, leurs projections AD, BD, CD,... sont 
égales (372); donc la courbe ABC est une circonfé- 
rence. 

541 . Remarque. — La projection AD du rayon AO 
devient égale à ce rayon, lorsque le plan MN passe par 
le centre. Le cercle ABC est alors le plus grand possible. 
C’est pour cette raison que l’on appelle grand cercle de 
la sphère la section faite par un plan passant par le 
centre. Cela posé, on déduit du théorème qui précède, 
les corollaires suivants : 

542. 1" Corollaire. — Tous les grands cercles sont 
égaux entre eux. 

O 
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a* Corollaire. — Deux grands cercles se t ou- 
ffeur toujours en deux parties égales. 

54 t. 3' Corollaire. — Tout grand cercle •partage la 
sphère et sa surface, chacune en deux parties égales. 

545. 4' Corollaire. — Le centre d’un petit cercle , et 
celui de la sphère, sont sur un nuirne diamètre per- 
pendiculaire au plan du petit cercle. 

546. 5' Corollaire. — Deux petits cercles également 
distants du centre de la sphère sont égaux , et de deux 
petits cercles, le plus éloigné du centre est le plus 
petit. 

547. 6' Corollaire, — Par deux points donnés sur 
la surface, de la sphère , on peut toujours faire passer 
un grand cercle. 

548. f Corollaire. — La sphère est une surface con- 
vexe. 

549. 8 e Corollaire. — Un polyèdre inscrit dans la 
sphère (c’cst-à-dire dont tous les sommets sont situés sur 
la surface sphérique), est convexe. 

550. Remarque. — D’après le quatrième corollaire, 
si l’on joint le centre de la sphère (fig. 269 ) et le cen- 
tre D d’un petit cercle ABC, par un diamètre POI y , ce 
diamètre sera l’axe (575) du petit cercle. Donc, chacune 
de ses extrémités P, P', est également éloignée de tous les 
points de la circonférence ABC. Cela étant, les points P 
et F sont appelés pôles de cette circonférence. Ainsi, 

554. Le pôle d’un cercle de la sphère est V extrémité 
du diamètre perpendiculaùe au plan de ce cercle. Tout 
cercle, tracé sur la sphère, a deux pôles. 

552. Si , par 1 axe PF, nous faisons passer plusieurs 
circonférences PAF. PBP , PCP,..., tous les ares PA, 
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PB, PC,... seront égaux entre eux, comme tsous-len- 
dus par des conles égales. Il suit de là que si l’on place 
en P l’une des pointes d’un compas , et qu’avec une ou- 
verture égale à la corde PA, on trace une courbe sur 
la sphère, cette courbe sera une circonférence, ayant 
pour pôle le point P. On voit donc que sur la sphère, 
comine sur un plan, on peut facilement tracer des cir- 
conférences. 

553. Si l’on veut, du point P comme pôle, décrire une 
circouférehcC de grand cercle EFG* on doit prendre une 
ouverture de compas égale à la diagonale du carré con- 
struit sur PO comme côté; ou, ce qui revient au même, 
il faut que l’arc PE, compté sur un grand cercle per- 
pendiculaire à EFG, soit un quadrans. 

Théorème n. 

554. Tout plan perpendiculaire à l'exirc.niitè d'un 
rayon est tangent à la sphère. 

Soit le plan MN (Jigï 270 ) perpendiculaire à Pcx-, 
trémité du rayon OA ; je dis que co plan 11 aura que le 
point A de commun avec la sphère, c’est-à-dire qu’il 
sera tangent en A. 

Menons, par OA, un plan quelconque; il Coupera la 
sphère suivant une circonférence de grand cercle, et il 
coupera le plan suivant une droite perpendiculaire au 
rayon; cette droite sera tangente, eu A, à la circonfé- 
rence; donc, etc. 

Théorème III. 

555. A tout tétraèdre, on peut circonscrire une 
sphère: mais on n'en peut circonscrire qu'une. 

Soient E, F ( fig. 271 ) h-s centres des cercles circon- 
scrits aux faces ABC,. DBC. Menons les droites EE’, 


j , Livre ^sBPjii fou? * 

l’F respectivement perpendiculaires à ces faces. Je dis 
que ces perpendiculaires se couperont en.un môme poiul 
O, également distant des quatre sommets du tétraèdre. 

Ku effet, ces droites F.E', FF sont situées dans le plan 
EFG, perpendiculaire au milieu de BC (378); de plus, 
elles sont les axes des deux cercles; donc, etc. 

Il suit de là que la sphère qui aura pour centre le 
point O, et pour rayon la distance OA, passera par tous 
les sommets du tétraèdre. 

.‘>56. Corollaire* — Quatre //oints, non situés dans un 
tnt’me f/lan, déterminent une sphère. 
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. * 


557. A tout tétraèdre, on peut inscrire une sphère , 

mais on n’en peut inscrire qu'une. *' 

Les trois faces DAB, DBG, DCA {fi g. 272 ) déter- 
minent, avec la face ABC, trois augles dièdres ayant 
pour arêtes AB, BC, CA. Menons les plans bissecteurs 
de ces trois angles, et soit O le point de rencontre de ces 
trois plans. Il est évident que ce point, situé dans l’in- 
térieur du tétraèdre, est également distant des ciuatro 
faces. 

Doue une sphère, àyant pour centre le point O, et 
pour rayon l une des quatre perpendiculaires égales. 
OA', OB', OC', OD', louchera les faces du tétraèdre aux 
points A', B'j C.', IV. 

558. Remarque. Si l’on posait cette question géné- 
rale : trouver une sphère tangente à quatre plans don- 
nés, on trouverait d’abord la sphère inscrite au tétraèdre 
formé par ces quatre plans; et ensuite sept autres sphères, 
extérieures au tétraèdre. La démonstration de cette pro- 
position, et la discussion des cas qu elle peut offrir, ne . 
peuvent trouver place ici. 
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Théorème V. 

. , ■§!&, 

* • \» 'a 

559. L intersection tic deux sphères est une circonfé- 
rence , qui a pour axe la ligne des centres. 

Meuons un plan suivant les centres O, O' {fig. 2^3) 
des deux sphères •, et soient OA, OA les circonférences 
de grands cercles, résultant de cette intersection. Lorsque 
les demi -circonférences CAD, CAD' tournent autour 
de 00', pour engendrer les surfaces sphériques, le point 
A engendrera une circonférence commune à ces deux 
surfaces; donc, etc. 

,>*A, t (> Y* 

560. Remarque. — On pourrait traiter ici le contact 
et l’intersection des sphères , par analogie avec le contact 
et l’intersection des cercles. On prouverait, par exemple, 
que.ft trois sphères se coupent deux à deux , le plan des 
trois centres est perpendiculaire au milieu de la corde 
commune ,• etc. 

561 . On appelle angle de deux arcs de grands cercles , 
l’angle formé par les taugentes à ces arcs, menées par 
leur point de rencontre. Ce point est le sommet de l’an- 
gle , et les arcs en sont les côtés. 


Théorème VI. 


562. L’angle de deux arcs de grands cercles a pour 
mesure l’arc de grand cercle compris entre ses côtés , 
et décrit de son sommet comme pôle. 

Soient les deux grands cercles CAC', CBC' {fig- *74)» 
se coupant en C et C', aux extrémités du diamètre CO. 
Menons les tangentes CD, CE ; menons aussi , par le cen- 
tre delà sphère, un plan perpendiculaire à CC', et soit 
BAB' la section faite dans la sphère par ce plan. L’angle 
ECD des deux tangentes est égal à l’angle BOA des deux 
rayons (41 -i); mais ce dernier a pour mesure l’arc AB, 


j 
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qui peut être considéré comme étant décrit du point C 
comme pôle ; donc, etc. 

563. Remarque. — L’angle dièdre formé par les 
plans des grands cercles CAC', CBC', a pour mesure 
l'angle formé par les arcs de ces grands cercles. 

FUSEAUX, TRIANGLES ET POLYGONES SPHÉRIQUES. 

504. O 11 appelle fuseau la partie de la surface de la 
sphère comprise entre deux demi -circonférences de 
grands cercles. Les sommets des fuseaux sont les extré- 
mités du diamètre commun à ses deux cotés. L'angle du 
fuseau est celui qui est formé par les tangentes à ses 
côtés, menées par son sommet. 

505. Un triangle sphérique est une partie de la surface 
de la sphère, terminée par trois arcs de grands cercles. 
De même, un polygone sphérique est la partie comprise 
entre plusieurs arcs de grands cercles. ' 

500. Soit un triangle sphérique ABC ( fig . 275 ). Me- 
nons, du centre de la .sphère, les droites OA, OB, OC. 
Nous obtiendrons un augle trièdrc O , qui aura , avec le 
triangle sphérique , une relation bien remarquable. En 
efl'ct, la face AOB, par exemple, a pour mesure l’arc AB, 
c’est-à-dire le côté AB du triangle sphérique. De plus, 
ainsi qu'on l’a vu ci-dessus , l’angle dièdre dont l’arète est 
OA, a pour mesure l’angle A du triangle sphérique. Ainsi, 

A tout triangle sphérique correspond un angle triè- 
dre , dont les faces ont pour mesures les côtés corres- 
pondants du triangle, et dont les angles dièdres ont 
pour mesures les angles • correspondants du triangle. 4 

De même, à tout polygone sphérique correspond un 
angle polyèdre. 

567. Il suit de là que tout théorème sur l'angle trièdre 

■ X > 
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répond ;i un théorème sur le triangle sphérique. Il suit 
aussi de là que l'on peut démontrer les propriétés de 
1 angle trièdre à l’aide de celles du triangle sphérique, 
et réciproquement. Nous pourrons donc , dans ce qui va 
suivre, nous contenter d’énoncer les théorèmes dont les 
correspondants ont été démontrés dans le livre V. 

Théorème VU. 

508. 6 ’ê, des sommets A, B, C ( fi g. 276 ) d'un Irianglt 
sphérique, pris comme pôles, on décrit des arcs de 
grands cercles, on obtiendra un nouveau triangle 
sphérique A'B'C' dont les côtés seront les supplé- 
ments des angles du premier ; et les angles, les sup- 
pléments des côtés du premier triangle. {Voyez Théo- 
rème XXXVI.) ' - 

Rcmarqiw. — O étant le centre de la sphère, les 
rayons OA et OB sont perpendiculaires, respective- 
ment, aux plans OBC, OA'C ;• donc le plan AOB des 
deux rayons est perpendiculaire à l’intersection OC 
des deux autres plans. Conséquemment, le point C est 
le pôle de l’arc AB; et, de même, les sommets A' et B' 
sont les pôles des arcs BC , AC. 

A cause de ces relations, les triangles ABC., A BC sont 
appelés triangles polaires. 

Théorème VIII. 

569. Dans tout triangle sphérique , un côté quelconque 
est : i° plus petit que la somme des deux autres; 1 ° plus 
grand que leur différence. ( Voyez Théorème XXX\ II.) 

Tbéorème IX. 

570. La somme des côtés d'un polygone sphérique 
convexe est moindre que la circonférence d'un grand 
cercle. ( Voyez Théorème XXXVIII.) 
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SU.* Dans tout triangle sphérique, la somme des 
angles est plus grande que 2 droits, et plus petite que 
6. {Voyez Théorème XXXIX.) $É * 


Théorème XI 

'572. Deux triangles sphériques sont égaux, lorsqu'ils 
ont un angle égal, compris entre deux côtés égaux , ■ 
chacun à chacun, et semblablement disposés. {Voy es 
Théorème XL.) jî 

TnÉonÈME XII. 


573. Deux triangles sphériques sont égaux, lorsqu'ils 
ont un côté égal , adjacent à deux angles égaux, cha- 
cun à chacun, et semblablement disposés. - ( / oyez 
Théorème XLI.) ' 


Théorème XIII. 


574. Deux triangles sphériques sont égaux , lorsqu'ils 
ont les côtés égaux 'chacun à chacun, et semblable- 
ment disposes. {Voyez Théorème XLII.) 


Théorème XIV 7 . 
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575. Deux triangles sphériques sont égaux, lorsqu'ils 
ont les angles égaux, chacun à chacun, et semblable- 
ment disposés. {V tne;,Tliéoième XLLLI.) «l 
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' MESURE DES FUSEAUX, 

DES TRIANGLES ET DES POLYGONES SPHÉRIQUES. 

Théorème XV. 

576. Dans une même sphère , ou dans des sphères 
égales, les fuseaux correspondants à des angles égaux, 
sont égaux. 

Ce théorème se démontre facilement par la superposi- 
tion. ( Voyez n" 433.) 

Théorème XVI., 

577. La surface d’un fuseau est à la surface de la 
sphère , comme l'angle du fuseau est à 4 angles droits. 

(F oyez n° 434.) , 

578. Remarque. — Prenons, pour unité de surface, 
le triangle sphérique trirectangle , moitié du fuseau 
dont l’angle est droit. Alors, la surface de la sphère sera 
représentée par le nombre abstrait 8. Prenons, en même 
temps, pour unité d’angle, l’angle droit. Soient F le 
rapport d’un fuseau au triangle trirectangle, et A le 
rapport entre l’angle de ce fuseau et l’angle droit.’ La 
proportion énoncée dans le théorème précédent devient 

. : ? = 7; d’où F = 2 A . 

o 4 

Ainsi : 

579. Corollaire. — Un Jitseau a pour mesure le dou- 
ble de son angle. 

580. Soient un triangle sphérique ABC {ftg. 277 ), et 
l’angle trièdrc correspondant OABC. Si nous prolon- 
geons les faces de cet angle trièdre , nous obtiendrons 
un second trièdre OA'B'C', et un second triangle sphé- 
rique A' B'C'. Les deux trièdres ont toutes leurs parties 
égales, chacune à chacune; mais ces parties ne sont pas 
disposées dans le même ordre. Supposons, en effet, que 
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OÀ BC tourne autour du point O, de manière que la 
face A'OC ne sorte pas du plan fixe OAC : les arêtes OC 
et OA viendront coïncider avec leurs homologues OC et 
OA ; mais alors les points B’ et B seront situés de côté et 
d’autre du plan fixe. 

A raison de cette circonstance, on dit que les deux 
trièdres sont égaux par symétrie, ou, plus simplement , 
que ce sont des trièdres symétriques. 

Les mêmes remarques s’appliquent aux deux triangles 
ABC, A'B'C', lesquels ne sont pas superposables, bien 
que leurs éléments soient égaux, chacun à chacun. Nous 
nommerons donc triangles sphériques symétriques ceux 
qui ont leurs côtés égaux , chacun à chacun , mais inver- 
sement disposés. 

Théorème XVII. 

581 . Deux triangles sphériques symétriques sont équi- 
valents. 

Soit P le pôle du petit cercle qui passerait par les som- 
mets A, B, C du premier triangle. . 

.Menons le diamètre POP', et les arcs de grands cercles 
PA = FA', PB = F B', PC = FC. 

Les trois arcs PA, PB, PC sont égaux (552); donc les 
trois arcs PA', PB', FC' le sout pareillement; et, par ’ 
suite, F est le pôle du petit cercle passant en A', B , C'. 

Cela posé, les triangles APB, A'FB' ont un angle égal,' 
compris entre deux côtés égaux, chacun à chacun; «et 
ces triangles , étaut isoscèles , seront superposables. De 
même, les deux autres triangles APC, BPC sont égaux, 
respectivement, à A'P'C' et B'FC; donc, etc. 

Théorème XVIII. 

582. Lorsque deux arcs de grands cercles AB.V, CBC 
(Jig. 278 ) jc coupent dans un hémisphère, la somme 
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des deux triangles ABC, A'IÎC, opposés par le som- 
met B , est équivalente au fuseau BA IVC compris 
entre ces deux arcs. 

Eu effet, le triangle ABC est équivalent au triangle 
A” IVC’ ; doue 

ABC A'BC' — - A'B'C' -+■ A'BC' = BA'B'C'. 

Thkuuéme XIX. 

58B. Ixi surface d’un triangle sphérique a pour me- 
sure l'excès de la somme de ses trois angles sur a angles 
droits. 

Soit ABC ce triangle; nous aurons évidemment 
ABC -+- ABC' = fuseau C, 

ABC -+- A'BC ~ fuseau A. 

INous aurons en outre, par la proposition précédente, 
ABC + A'BC' = fuseau B. 

Donc, en ajoutant ces équations et en observant que la 
somme des quatre triangles ABC, ABC', A'BC, A'BC', 
est égale à B hémisphère : 

2 ABC -+- j sphère = fuseau A <4- fuseau B -+- fuseau C; 

ou bien, en preuant pour unité de surface le triangle 
tri-rectangle, et pour unité d’angle l’angle droit (579) : 

a ABC + 4 = îA + zB 4- aC; 

oii enfin 

ABC = A + B + C — 

584. Remarque. — Le théorème précédent permet de 
comparer un triangle sphérique quelconque au triangle 
tri-rectangle, et par suite à la sphère. Cette comparaison 
est possible , parce que la surface de la sphère est partout 
identique à elle-même. Le plan jouit aussi de cette pro- 
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priété ; mais la sphère est une surface finie, fermée, tan- 
dis que le plan est une surface indéfinie et sans limites. 


Théouèmk XX. '■ * 

383. La surface d’un polygone sphérique convexe a 
pour mesure V excès de la somme de ses angles sur autant 
de fois J 2 droits qu'il a de côtés moins deux, (f oyez 
n° 137.) t 

386. Scolie. — Soient S la somme des angles d’un po- 
lygone sphérique, n le nombre de ses angles, P le rapport 
de sa surface à celle du triangle tri-rectangle; on aura 

P = S — m 4- 


ligne minimum sur la sphère. 


# 


387. A l’aide déconsidérations tirées de la méthode 
des limites, nous avons déliiri , dans le livre IV, la lon- 
gueur d’une courbe plane. .Nous allons actuellement 
étendre ces considérations aux lignes qui ne sont point 
planes , et qu’on appelle courbes à double courbure ou 

'courbes gauches. 

388. Démontrons d’abord les deux propositions sui- 
vantes : 

i°. Une droite AB (Jig- 279 ) ne peut être plus petite 
que sa projection A' B' sur un plan MN ; 

2 0 . Une droite AB (JigAiSo) est plus petite que la 
somme de ses projections A' B', A" B", sur deux plans MN, 
PQ, perpendiculaires entre eux. 

i°. Si AB est parallèle à MN, on aura AB = A' B ; et 
si AB est oblique à MN , on aura , en menant AC paral- 
lèle ii A' B, AC < AB; donc, etc. 

2 *. Menons par je point A la parallèle A(. a AB*; nous 
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aurons 

i » 

AB < AC -f BC, on AB < A' B' -+- BC. 

Abaissons ensuite, du point C, la perpendiculaire CD 
sur le plan PQ, et menons A"D, B"D : ces deux droites 
seront perpendiculaires entre elles (417); donc 

B"D < A" B", on BC < A" B". 

Ajoutant les deux inégalités, nous obtenons 
AA < A' B' A" B". 

589. Considérant une ligne brisée quelconque, et ap- 
pliquant à chacun de ses côtés le principe qui précède, 
nous arriverons à cette conséquence r* 

Une ligne brisée est plus petite que la somme de ses 
projections sur deux plans perpendiculaires. 

590. Soit actuellement une courbe quelconque C située 
dans l'espace, et soient C', C" les projections de C sur 
deux plans perpendiculaires. Inscrivons, danslacourbeC, 
une ligne polygonale P, et soient P', P" les projections de 
P sur les mêmes plans : les polygones P', P" seront inscrits 
dans les lignes C', C”. 

Si, en prenant des sommets intermédiaires sur C, nous 
remplaçons P par une autre ligne polygonale P, , nous 
aurons P, > P. De même , les projections F, et P" de P t 
seront respectivement plus grandes, en périmètre, que 

P' et P". 

Si nous continuons indéfiniment la même opération, 
nous obtiendrons une suite indéfinie de polygones P, P, , 
P,, P 3 ,... inscrits dans C, dont les périmètres augmen- 
teront de plus en plus. En même temps, les périmètres 
des projections P', P’, , P’, , P’, , . . . tendront vers une 
limite qui est la longueur de C' (329), et les péri- 
mètres de P", P’ , P*. ,... tendront vers la longueur l" de 
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Donc , comme on a toujours 

P < P' + P' < l' 

Pi < P 1 , + P"i < /' 

p, < p 1 , -k p; < i 


r, 

i”, 


les périmètres P, P,, P,, . . . tendent vers une limite l, 
moindre que l -H l" : cette limite est ce que nous con- 
viendrons d’appeler longueur de la courbe C. 

591. De cette définition, on déduit les conséquences 
suivantes : 

,t°. Une droite finie est plus petite que toute ligne, 
terminée aux mêmes extrémités (328, i° ) ; 

2 °. Le plus court chemin entre deux points est la 
droite finie \pti joint ces deux points (332) ; 

3°. Le plus court chemin d'un point à un plan est la 
perpendiculaire ahaissee de ce point sur le plan ; 

4°. Le plus court chemin entre deux plans parallèles 
est la perpendiculaire commune terminée à ces deux 
plans ; 

5°. Le plus court chemin entre deux droites non si- 
tuées dans un même plan est la commune perpendicu- 
laire terminée à ces deux droites; Wr. jfé-. 

Etc. 


592. Remarque. — Les trois dernières propositions 
justifient la dénomination de distance que nous avons 
employée pour indiquer la perpendiculaire abaissée d’un 
point sur un plan, ou la perpendiculaire commune à 
deux plans, etc. Les deux premières propositions, qui 
n’en forment réellement qu’une, s’énoncent encore de 
cette manière: la ligne droite est le plus court chemin 
d'un point à un autre. 

Après ces préliminaires essentiels, revenons à la sphère. 

593. i er Lemme. — Sur une même sphère, ou sur des 
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sphères égales, les lignes les plus cour/es, rie deux 
points, pris sur deux circonférences égales, aux pôles 
de. ces circonférences , sont égales entre elles. 

Soient 1rs deux sphères égales O, O’ (ftg. 281 ), les 
circonférences égales AB, A1V, enfin les pôles P, P' de 
ees deux circonférences, ces pôles étant situés de la meme 
manière par rapport à celles-ci. 

Transportons la seconde sphère sur la première, de 
manière nue le rayon O' P coïncide avec le rayon OP, et 
qu’en même temps le plan C P'O' coïncide avec le plan 
CPO. Alors les deux surfaces coïncideront, ainsi que les 
deux points C', C. Donc, quelle que soit la ligue PDC 
tracée entre P et C sur la première sphère , on pourra 
concevoir sur la seconde sphère une ligue P I) C' égale à 
PDC. Et si l'on suppose que la ligne PDC soit la plus 
petite de toutes celles qui joignent les points P et C ; 
comme les sphères coïncident, la ligue P’D'C' sera la 
plus petite parmi celles qui joignent P et C'. Donc, etc. 

On conclut de là que , sur la même sphère, les plus 
courts chemins de deux points C , E au pôle P d'une cir- 
conférence passant par ces deux points, sont égaux entre 
eux. 

594. 1 '' Lcniinc. — Sur une même sphère, la ligne la 
plus courte entre une circonférence et son pôle augmente 
avec la distance du pôle au plan de cette circonférence . 

En effet, le plus court chemin de P en D (fg. 282 ) se 
compose du plus court chemin de P en E, augmenté du 
plus court chemin de E en D. Mais les plus courts che- 
mins de P en C et de P en E sont égaux ", donc , etc. 

TiiÉonfcME XXI 

595. Le plus court chemin sur la sphère, entre deux 
points A, B ( fig- a83), est l'arc de grand cercle ACB 
qui joint ces deux" points. 
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Soit, s’il est possible, AMB le plus court chemin entre 
V et H. Joignons un point quelconque M de AMB aux 
points A, B, par des arcs de grands cercles RDM, AEM. 
Dans le triangle sphérique AMR, le côte AC B est plus 
|>etit que la somme des deux autres (509). Si donc, du 
point B comme pôle, uons décrivons un arc MM', nous 
aurons AM AEM. 

D’après le premier lemme, le plus court chemin de B 
en M' égale le plus court chemin de B en IM; et, d’après 
le deuxième lemme , le plus court chemin de A en AI' est 
plus petit que le plus court chemin de A en M. Donc, la 
somme des lignes BnMr, M'GA est plus petite que AMB; 
donc cette dernière ligne n’est pas le plus court chemin 
entre A et B: ce qui est contre l'hypothèse. 

POLYÈDRES RÉGULIERS. 

596. Ou appelle polyèdre régulier celui dont toutes les 
laces sont des polygones réguliers égaux, cl dont tous les 
angles polyèdres sont égaux. 

Théorème XXII. 

597. On peut toujours construire , avec un côté donné, 
un tétraèdre régulier. 

Avec le côte donné, traçons un triangle équilatéral 
ABC (ftg- 284). Par le centre Ode ce triangle, élevons 
une perpendiculaire indéfinie, et prenons sur cette droite 
un point D tel, que AD = AB. Menons ensuite BD et CD. 

Le tétraèdre A15CD est régulier, car toutes ses arêtes 
sont égales entre elles. Donc ,■* etc. 

Théorème XXIII. 

598. On peut toujours construire, avec un côté donné,' 
un hexaèdre règidier. 

Avec le côté donné, construisons un carré ABCD 
( ftg . 280). Élevons, sur les côtés du carré, des plans qui 
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lui soient perpendiculaires ; puis coupons ceux-ci par un 
plan EFGIl parallèle à ABCD, et qui en soit distant 
d’une quantité AE = AB. Nous obtiendrons ainsi un cube 
ou hexaèdre régulier. 

Tuéokème xxrv. 

599. On peut toujours construire, avec un côté donné, 
un octaèdre régulier. 

Avec le côté donné, traçons un carré ABCI) ( fig . a86). 
Elevons, par le centre O, la perpendiculaire EF au plan 
ABCD, et prenons OE = OF = OA. Joignons enfin les 
points E, F aux sommets du carré. La figure ABCDEF 
sera un octaèdre régulier. 

En effet, la droite EF est l’axe du cercle circonscrit au 
carré ABCD; doncEA = EB =. . .= AB. Ainsi, toutes 
les faces de l’octaèdre sont dés triangles équilatéraux , 
égaux entre eux. 

De plus, les angles polyèdres sont égaux; car* si 
nous considérons, par exemple, les angles A et E, nous 
voyons qu’ils appartiennent aux deux pyramides régu- 
lières ABEDF, EABCD. Ces deux pyramides sont évi- 
demment superposables, comme ayant même base et 
même hauteur. Doue, etc. 

TnÉonÈME XXV. 

600. On peut toujours construire, avec un côté donné, 
un dodécaèdre régulier. 

Avec le côté donné, formons des pentagones réguliers, 
égaux entre eux. Assemblons trois de ces pentagones , de 
manière que leurs plans déterminent un angle trièdre 
ayant pour sommet le point A {fig. 287). Les faces de 
cet angle étant égales entre elles, les angles dièdres, for- 
més par ces faces, seront égaux entre eux (455). Consé- 
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qucmmcnt ,. les angles trièdçes, B et A sont égaux entre 
eux, comme ayant un angle dièdre égal , compris/ entre 
deux faces égales, chacune à chacune, et semblablement 
disposées. Donc, les deux droites HH, BC forment entre 
elles un angle égal à ABC. 

Il résulte de là qu après avoir assemblé, autour du 
point A, trois de nos pentagones réguliers, nous pour- 
rons en rapporter un quatrième dans l’angle HfiT p U j s 
un cinquième dans l’angle KCD, etc. Nous ôbliendrons 
ainsi une surface polvédrale, ouverte suivant le contour 
FGHI. . ! .'** 

Actuellement, construisons une autre surface égale à la 
première ( fig . 288), et rapprochons ces deux figures, de 
manière que l’angle rentrant Imn coïncide avec l’angle 
saillant FGH. Alors l'angle trièdreGscra égal à chacun 
des angles triedres A, B,..., et l’angle dièdre avant pour 
faces mnp, GHB, et pour arête GH, sera égal à l’angle 
dièdre ayant pour faces GHI, GHB, et pour arête GH. 
Doue np coïncidera avec HJ, puis j>q avec IK; etc. 

On voit ainsi que l’ensemble des deux surfaces polyé- 
drales déterminera une ligure fermée ayant pour faces 
douze pentagones réguliers égaux, et dont les angles po- 
lyèdres sont égaux entre eux; donc, etc. 


TllÉOnÈMF. XXVI. 

601 . On peut toujours construire, avec un côte donné, 
un icosaèdre régulier. 

Avec le cêté donne , construisons un pentagone régu- 
lier MNPQK (fig. 289). Par le centre O, élevons, au 
plan du pentagone, une perpendiculaire OS telle, que 
MS = MN . 

Joignons le poiut S à tous les sommets du pentagone : 
nous obtiendrons une pyramide régulière dans laquelle 
les faces seront dés triangles équilatéraux égaux entre eux. 
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Soit maintenant le triaçgle équilatéral ABC (fig. 290),» 
dont le côté est égal à MN/ 

Construisons , en chacun des sommets de ce triangle , 
une pyramide égale à S, en prenant, pour l’une des 
faces de cette pyramide, le triangle ABC. 

Il est facile de voir que nous déterminerons ainsi mie 
surface polyédrale, ouverte suivant DEFGHI, et dans 
laquelle l’angle rentrant DEF est égal à l’angle saillant 
EFG, attendu que chacun d'eux est égal à l’angle EAG. ^ 

Si donc nous concevons une seconde surface égale à 
la première, nous pourrons faire coïncider ces deux fi- 
gures suivant leurs bords, etc. 

Théorème \\\11, . f 

602. Il n existe que cinq espèces de polyèdres régu- 
liers. , 

Chaque angle d’un polyèdre régulier s’obtient en as- 
semblant, autour d’un même point , plusieurs polygones 
réguliers égaux. Nous avons vu qu’en assemblant des 
triangles équilatéraux trois à trois, quatre à quatre, 
cinq à> cinq, on obtient le tétraèdre, l’octaèdre et l’ico- 
saèdre; qu’en assemblant des carrés trois à trois, on ob- 
tient l’hexaèdre; enCu, que des pentagones réguliers, 
réunis trois à trois, donnent le dodécaèdre. , . 

Si l’on réunissait autour d’un même point, six trian- 
gles équilatéraux , la somme des angles plans ayant ce 
point pour sommet commun , serait égale à 4 droits ; 
donc (446) ces six angles ne peuvent donner lieu à un 
angle polyèdre. A plus forte raison, on ne produira pas 
un pareil angle, en assemblant plus de six triangles 
équilatéraux. 

Le même raisonnement fait voir qu’on ne peut pas 
obtenir d’angle polyèdre , en réunissant plus de trois car- 
rés, ou plus de trois pentagones réguliers, ou un nombre 

% • 1 
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quelconque de polygones réguliers dans lesquels le nom- 
bre des côtés surpasserait cinq. • * * ' «>‘* 

Donc , etc. » 1 ,* 


» « 


TnéonÈME XXVIII. 


603. Tout polyèdre régulier est, i° inscriptib/c A 
une sphère ; a° circonscriptible a une sphère. 

i°. Considérons deux faces adjacentes A et B, et l’arête 
qui leur est commune. Menons , par les centres de ces 
faces, des perpendiculaires sur leurs plans respectifs, et 
des perpendiculaires à Barète. Les deux dernières se cou- 
pent au milieu de cette droite; donc les perpendiculaires 
aux deux faces sont situées dans uii même plan , perpen- 
diculaire au milieu de l'arête commune; donc elles" se 
rencontrent en un point O , également éloigné de tous 
les sommets des faces A, B; et elles forment, avec les 
deux autres perpendiculaires, un quadrilatère ayant deux 
angles droits. 

Soit actuellement une troisième face C, adjacente à 
l’une des deux premières; si l’on répète, sur celle-ci et 
sur la face C, la construction précédente, on obtiendra 
un point O', coïncidant avec O, attendu que les deux 
quadrilatères sont égaux. 

11 résulte de là que le point O est également distant 
des sommets de A, B; C. En continuant, on verra qu’il 
est également distant de tous les sommets ; donc ce point 
est le centre d’une sphère circonscrite au polyèdre régu- 
lier. 

a°. D’après ce que l’on vient fie voir, le point O est 
également distant de deux faces adjacentes quelconques, 
et, par suite, également distant de toutes les faces. Donc 
ce point est le centre d’une sphère inscrite au polyèdre. 

604. Le point O, centre commun des sphères inscrite y 
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et circonscrite , est appelé centre du polyèdre. Le rayon 
de la sphère inscrite est Y apothème. ' * 

-v 605. Remarques. — i°. La sphère inscrite dans un 
polyèdre régulier touche chaque face » chacune en 
son centre. (J oyez n° 293.) 

2 °. Deux polyèdres réguliers d’un même nombre de 
faces sont semblables < (/ oyez n" 292.) 

3°. Les aires de deux polyèdres réguliers d’un même 
nombre de faces sont comme les carrés des rayons des 
sphères circonscrites j ou comme les carrés des apo- 
thèmes. Les volumes de ces polyèdres sont comme les 
cubes des mêmes droites. {Voyez n° 295.) 
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DE LA SYMÉTRIE DES FIGURES. 

000. Deux points sont symétriques par rapport à un 
troisième, nommé centre de symétrie , lorsque celui-ci 
divise en deux parties égales la droite qui joint les deux 
premiers. 

007. Deux points sont symétriques par rapport à une 
droite ou à un plan, lorsque cette droite ou ce plan, 
qu’on appelle axe de symétrie, plan de symétrie , est 
perpendiculaire au milieu de la droite qui joint les deux 
points. 

008. Deux figures sont symétriques par rapport à un 
))oint, à une droite ou à un plan, lorsqu’un point quel- 
conque de la première figure a son point symétrique , si- 
tué dans la seconde. 

Théorème 1. 

009. Deux figures , symétriques par rapport à une 
droite XY (Jig. 291 ), sont égales entre elles. 

Soient A, II, C, ... les points de la première figure, et 
soient A', 11', C, ... les points de la seconde figure, sy- 
métriques des premiers. Menons AA', HI1', CC', ... : d’a- 
. près la définition, ces droites doivent être (rencontrées 
en leurs milieux a, b, c, . . . par l’axe de symétrie XY, 
qui est perpendiculaire à chacune d’elles.’ 

Taisons tourner la première figure autour de XY : 

* * «* , #•' W * 

* - 
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dans ce mouvement, les droites A a, lift, Ce,..., cjue 
l’on suppose liées invariablement, décriront, dans le 
môme temps, des secteurs semblables; donc, lorsque 
le point A coïncidera avec A', les points B, C,... 
coïncideront avec B', C', ... ; donc les deux figures sont 
égales. 

610. Il résulte, de ce théorème, que deux figures sy- 
métriques par rapport à une droite, ne jouissent d’au- 
cune propriété particulière : c’est pourquoi nous nous oc- 
cuperons seulement de la symétrie relative, soit à un 
point, soit à un plan. 


» # 


1 TilÉORÈMB II. • • 

611. Si trois points sont en ligne droite, leurs symé- 
triques, par rapport à un point ou à un plan, sont en 
ligne droite. 

1°. Soient A, B, C ( jig . 29a) trois points supposés en 
ligne droite, et soient A', B', C' leurs symétriques rela- 
tivement au centre O. Menons A' B' et B'C'. 

Les triangles ABO, A' B'O sont égaux, comme ayant 
un angle égal compris entre deux côtés égaux , chacun à 
chacun ; donc, angle ABO = angle A' B'O. De même, 
angle CBO =;angle C'B'O. Mais comme ABC est une 
igné droite , les points A', 1?, C' sont dans le plan OABC, 
et les angles en B sont supplémentaires; donc les deux 
angles en B' le sont pareillement; etc. 

2 0 . Soient maintenant les trois points A , B, C (Jig- 293), 
situés en ligne droite, et soient A', B', C' leurs symé- 
triques par rapport à un plan MN. Tous ces points se- 
ront dans un même plan perpendiculaire à MN (392), 
et qui coupera celui-ci suivant une droite abc, projec- 
tion de ABC. Il suit de là que les figures ABC et A'B'C' 
sont symétriques par rapport ;t aftr; donc, la première 
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figure étant une droite, la seconde en sera pareillement 
une. 

612. I er Corollaire. — Le symétrique d'une droite 
est une droite égale à la première. 

613. 2 e Corollaire. — Deux droites symétriques 
coupent en un même point leur plan de symétrie, ou 
elles sont parallèles à ce plan. 

61 4. 3' Corollaire. — Le symétrique d'un triangle 
est un triangle égal au premier. * 

613. 4 e Corollaire. — Le symétrique d un angle est 
un angle égal au premier. 

• V' % m ** e M ' *»." TM- . 

âü . 

Théorème III. 

616. Si quatre points A, B, C, D sont dans un meme 
plan , leurs symétriques A', B', C', IS par rapport à un 
point O, ou à un plan MN, sont dans un meme plan. 

i°. 'Menons AC et A'C' (Jig . a 94 ): les deux angles 
trièdres OABC, OA'B'C', formés par les droites CO, CA, 
CB et C'O, C'A', CIV, ont, d’après le quatrième corol- 
laire de la proposition précédente, leurs faces respecti- 
vement égales; donc (433) l’angle dièdre OACB est égal 
à l’angle dièdre OA'C'B'. De même, angle OACD =± 
angle OA'C'D’. Or, les deux angles dièdres suivant AC 
sont supplémentaires, donc les deux autres le sont aussi , 
et les deux faces A'C'B, A'C'D' sont dans un même 
plan. 

2 0 . Les deux angles trièdres AQCc, A D'C'c (Jig. 298 ) 
ont leurs faces égales, chacune à chacune. Donc, etc. 

617. I er Corollaire. — Le symétrique d'un plan est 
un autre plan. 

618. 2 e Corollaire. — Deux plans symétriques coupent 


\ 
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suivant une même droite leur plan de symétrie , ou ils 
sont parallèles à ce plan. 

019. 3 e Corollaire. — Deux angles iriètlres, symétri- 
ques par rapport à un plan ou à nu point, ont : i° les 
faces égales, chacune à chacune, mais inversement dis- 
posées ; 2 n les angles dièdres égaux, chacun à chacun, 
mais inversement disposés. 

920. 4 e Corollaire. — Le symétrique d'un angle dièdre 
est un' angle dièdre Pgal au premier. 

6-1 • A cause de la jfropriété exprimée par le troisième 
corollaire, On désigne d'une manière absolue, sous le nom 
d angles trièdres symétriques, deux angles trièdres qui 
ont les faces égales, chacune à chacune, mais inversement 
disposées. On démontrera facilement les deux proposi- 
tions suivantes : 

l °' Tout angle trièdre n’a qu'un seul symétrique / 

a 0 . Deux angles trièdres, symétriques d’un troisième, 
sont égaux entre eux. 

TlléOHÈME IV. 

022. Deux angles polyèdres, symétriques par rapport 
à un point ou à un plan, ont les faces symétriques 
égales, chacune h chacune, et les angles dièdres égaux, 
chacun à chacun. 

Ce théorème résulte des n°‘ 015 et 020. D’ailleurs les 
deux augles polyèdres ne sont pas égaux; car leurs élé- 
ments sont inversement disposés. 

623. Nous nommerons angles polyèdres symétriques 
deux augles polyèdres qui ont les faces égales, chacune 
a chacune, mais inversement disposées, et les angles 
dièdres égaux, chacun à chacun, mais inversement dis- 
posés. Celte définition contient d'ailleurs trois condi- 
tions superflues. ~ 
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621. i" Corollaire . — Tout angle polyèdre n'a qu'un 

seul symétrique. 

625. i c Corollaire. — Deux angles polyèdres, symé- 
triques d’un troisième, sont égaux entre eux. 

TnÉORÈMF. V. 

L V ^ ï * f * 

620. Deux polyèdres, sy métriques par rapport à un 
point ou à un plan, ont : i q les aretes symétriques éga- 
les ,• 2 0 les angles plans symétriques égaux ; 3° les J'aces 
symétriques égales ,• /\ n les angles dièdres symétriques 
égaux. De plus, ces deux polyèdres sont décomposubles 
en un même nombre de tétraèdres symétriques , chacun 
à chacun, mais inversement disposés. 

Les quatre premières parties de ce théorème sont dé- 
montrées dans lés n 0 ’ 612, 611, 615, 617, 620. Quant à 
la dernière partie, elle est évidente immédiatement. 

627. Corollaire. — Les surfaces de deux polyèdres 
s) métriques sont équivalentes. 

628. A cause de ce dernier théorème, nous nomme- 
rons d’une manière absolue tétraèdres symétriques, ceux 
qui ont trois faces égales, chacune à chacune, mais inver- 
sement disposées; et nous nommerons polyèdres symé- 
triques, deux polyèdres composés d’un même nombre de 
tétraèdres symétriques, chacun à chacun, mais inverse- 
ment disposés. 11 résultera de cette dernière définition . 
et du théorème IV, que deux polyèdres symétriques ont 
les angles polyèdres symétriques, chacun à chacun. On 
démontrera d'ailleurs facilement les deux propositions 
suivantes : 

i°. Tout polyèdre n'a qu'un seul symétrique ,■ 

2 °. Deux polyèdres symétriques d'un troisième sont 
égaux entre eux. 
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Théorème VI. 

629. Deux tétraèdres symétriques sont équivalents. 

Prenons pour bases de ces deux tétraèdres deux faces 

égales entre elles, et faisons coïncider ces deux faces : les 
sommets des deux tétraèdres seront alors symétriques l’un 
de l'autre, par rapport au plan des deux bases. Donc les 
deux tétraèdres ont même base et même hauteur, etc. 

630. Corollaire. — Deux polyèdres symétriques sont 

équivalents. , • . » 

• ■ » ‘ 

PROBLÈMES RELATIFS AU LIVRE SEPTIÈME. 

• Problème I. , 

Étant donnée une sphère solide , trouver son rayon. 

D’un point A (Jig- 296) comme pôle, décrivons une 
circonférence CDE; prenons sur cette ligne deux arcs 
BC , BD égaux entre eux ; des points C , D comme pôles , 
avec une même ouverture de compas plus grande que 
BC, décrivons deux arcs qui se coupent en un point F. 
Les trois points A, B, F appartiendront à une circon- 
férence de grand cercle dont, le plan est perpendiculaire 
au milieu de la corde CD (377). 

Si donc, avec les distances rectilignes AB, 1ÎF, AF, 
nous construisons un triangle ABF ( Jig . 297), le rayou 
du cercle circonscrit à ce triangle sera le rayon de la 
sphère donnée. *. ■ 

l , 

Problème II. 

Par un point C , donné sur une sphère, mener un arc 
de grand cercle, perpendiculaire à une circonférence 
donnée AB. 

i cr Cas. — Le point étant situé sur la circonférence. 

Du point C comme pôle (Jig. 298), avec une même 
ouverture de compas , décrivons deux airs qui coupent en 
D, E la circonférence AB. De ces deux points comme 
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pôles, avec une môme ouverture de compas, décrivons, 
d'un même côté de AB, deux btcs qui se coupent en 
un point F. Des points C, F comme pôles, avec la corde 
d’un quadrans , traçons , d’un même côté de Ct , deux 
arcs qui se coupent en un point P. Enfin, de ce dernier 

point comme pôle, avec la même ouverture de compas , 

traçons l’arc CF : il satisfera à la question. 

* i c Cas. — Le point étant situé hors la circonférence. . 

Même construction. 

Remarque. — Dans ce dernier cas, si le point C est le 
pôle de la circonférence AB, le problème est ind^rminé, 
attendu qu’un arc quelconque de grand cercle, passant en 
C, sera perpendiculaire à AB. 

Problème 111. *• 

\ * • ■ 

Par un point A , donné sur un arc de grand cercle 
ACB (fig- 299 ), mener un arc de grand cercle qui fasse, 
avec le premier, un angle égal à un angle donné D. 

Du sommet D de l’angle donné, comme centre, avec 
un rayon égal à celui de la sphère , traçons un arc EF . 

Du point A comme pôle, avec une ouverture de compas 
égale à la corde d’un quadrans, décrivons l’arc de grand 
cercle CGH. Du point C comme pôle , avec une ouverture 
de compas égale a la distance des points E , I* , décrivons 
un petit arc coupant CGH au point G. Prenons, à partir 
de ce point, Vin arc GI égal à un quadrans. Enfin, du 
point 1 comme pôle, traçons un arc passant en G : il 
passera aussi en A et satisfera à la question (562). 

Remarque. — Le point G pouvant être pris de part ou 
d'autre de C, le problème admet toujours deux solutions. 

Problème IV. 

Construire un triangle sphérique , connaissant ses 
trois cotés a, b, c. , * ■ 

• .** v .**- % * ‘ 
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Traçons, sur la sphère donnée, une circonférence de 
grand cercle 5 prenons sur cette ligne un arc BC égal au 
plus grand a des cotés donnés. Des extrémités B, C de 
cet arc, comme pôles, et avec des ouvertures de com- 
pas égales respectivement aux cordes des deux autres cô- 
tés &, c, décrivons deux petits cercles : ils se couperont 
généralement en deux points A , A', symétriques par 
rapport au plan du cercle BC. Si donc nous joignons 
chacun de ces deux points aux extrémités B, C, par des 
arcs de grands cercles, nous obtiendrons deux triangles 
sphérit^L-s symétriques (580) ABC, A'BC, qui satisfe- 
ront à la question. On démontrera facilement, par des 
considérations analogues à celles de la Géométrie plane 
(173), que les circonférences décrites des points B, C, 
comme pôles, se couperont, ou que le problème sera 
possible , si le plus graud côté est moindre que la somme 
des deux autres. 

Problème V. 

Construire , sur Une sphère donnée, quatre cercles 
égaux et tels, que chacun d'eux soit tangent aux trois 
autres. 

Imaginons un tétraèdre régulier inscrit dans la sphère, 
dont les sommets soient les points A, B, C , D (/ig- 3oo). 
Joignons ces points, deux à deux, par des arcs de grands 
cercles, lesquels seront égaux entre eux. Soient E,F,G,... 
les milieux de ces arcs. Si du point A comme pôle nous 
traçons un arc de petit cercle passant en E, il passera par 
les points G, K. De même, la circonférence décrite du 
point B comme pôle, et passant en T,, passera par les 
points F, H ; etc. De plus, ces quatre circonférences sont 
égales entre elles. 

Me dis actuellement qui* ces circonférences se touchent, 
deux à deux, aux points E, F, G,...v 
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En effet, les petits cercles décrits des points A et R 
comme pôles ont pour axes les droites menées du centre 
de la sphère aux points A, B (550); donc les centres 
de ces petits cercles sont situés dans le plan du grand 
cercle AEB. Menons la perpendiculaire ET à ce plan , 
et joignons le point E aux centres des deux petits cercles : 
la droite ET sera perpendiculaire à ces deux rayons; 
donc elle est tangente aux circonférences A et B. 

Pour effectuer la construction qui vient d’être indi- 
quée , il faut d’abord marquer sur la sphère donnée les 
sommets A, B, C, D du tétraèdre régulier inscrit. 

On trouve facilement ( voyez problème VIH) , qu’en 
désignant par c le côté de ce polyèdre, et par R le rayon 
de la sphère , on a 

r = R^f 

On déduit de cette valeur, et de ce qui précède, la 
construction suivante : 

Sur une droite AA' égale au diamètre de la sphère 
(problème I), décrive! la demi-circonférence A BA' 
( Jig . 3oi). Divisez AA' en trois parties égales, et, par 
le second point de division P, élevez PB perpendicu- 
laire au diamètre; menez AB. Du point A comme pôle 
(Jig- 3oo) , avec cette dernière droite pour ouverture de 
compas, décrivez un petit cercle.; il contiendra les som- 
mets B, C, D, etc. 

Remarque . — Soit E (Jig- 3oi) le milieu de l’arc AB. 
Joignons ce point au centre O , et menons EQ perpendi- 
culaire à AA' : la droite EQ sera le rayon r du petit cercle 
ayaut A pour pôle (Jig- 3oo). Or, les triangles rectan- 
gles ALO, EQO, évidemment égaux , donnent 
EQ = AL = y AB, 
ou 

r = Ry'I. 
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Problème VI. , 

Construire , sur une sphère donnée , un quadrilatère 
inscriptible , connaissant ses quatre côtés. 

Avec les cordes des arcs donnés, prises comme côtés, 
construisons, sur un plan, un quadrilatère inscriptible 
(livre III, problème XVIII). Il ne s’agira plus que de 
tracer , sur la sphère donnée, une circonférence égale à 
celle qui est circonscrite au quadrilatère plan, de mar- 
quer, sur cette circonférence , les sommets du quadrila- 
tère, et de faire passer par ces points, pris deux à deux , 
des arcs de grands cercles : ce qui n’offre aucune diffi- 
culté. » 

Remarques. — 1 °. Pour que le problème soit possible, 
il faut et il suffit que la somme des quatre arcs donnés 
soit moindre que la circonférence d’un grand cercle , et 
que le plus grand arc soit moindre que la somme des trois 
autres. En effet, lorsque ces deux conditions nécessaires 
(569 , 570) sont satisfaites, le quadrilatère plan est pos- 
sible, et la circonférence qui lui est circonscrite peut 
être appliquée sur la sphère. 

a°. Nous avons vu dans la Géométrie plane (192), que, 
dans tout quadrilatère inscrit, les angles opposés sont 
supplémentaires. Les quadrilatères sphériques inscrits 
jouissent d’une propriété analogue. 

Soit le quadrilatère sphérique ABCD {fi g- 3oa) inscrit 
dans un petit cercle EFGH, et soit P le pôle de ce petit 
cercle. Menons les arcs de grands cercles PA, PB, PC, PD : 
lequadrilatèrc sphérique sera décomposé en quatre trian- 
gles isoscèles dont chacun a les angles à la base égaux 
entre eux (455, i°). 

Conséquemment, en appelant A, B, C, I) les angles 
du quadrilatère, 

A H- C = B J- D. 


Digitized by Google 


i 


t 


LIVRE SEPTIEME. 2jt 

Ainsi, clans tout quadrilatère sphérique inscriptib/e , 
les angles opposés, pris deux à deux, forment des 
sommes égales. * • * 

3°. Dans un quadrilatère inscrit ABCD^g. 3o3), me- 
nons la diagonale AB, nous aurons 

CAB + CBA DAB 4 - DBA ~ C -t- D, 

ou . ; Y 

CAB + CBA — C = D — (DAB -4- DBA). 

Supposons que le point D restant fixe, le point C se dé- 
place sur l’arc de petit cercle AOB, et prenne différentes 
positions C', C"; nous aurons de même 

C' AB -t- C'BA — C' = D —.(DAB 4- DBA), 

C"AB -f- C"BA — C" = D — (DAB 4- DBA), 
etc. 

On déduit de cette remarque la proposition sui- 
vante : 

Si des triangles sphériques ont pour base un arc 
donné, et si la différence entre la somme des angles 
à la base et l'angle au sommet est constante, le lieu 
géométrique des sommets de ces triangles est un arc de 
petit cercle qui passe par les extrémités de la base. 

4°. Cette propriété remarquable a quelque analogie ' 
avec celle que l’on déduit du théorème sur le segment 
capable (101). En effet, si dans un triangle rectiligne 
ABC, l’angle C est donné, la différence entre la somme 
des angles A et B et l’angle C est constante, et égalé à 

— aC, ou à aC — a J , selon que l’angle C est aigu ou 
obtus. 

Problème VII. 

Quel est le lieu géométrique des sommets des triangles 
sphériques de même base et de même surface ? 

Soit ABC '{fig. 3o4) un quelconque des triangles, qui 
satisfont à la question. 
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Eu représentant par tri là mesure donnée, ou le rapport 
du triangle ABC au triangle tri-rectangle , et en prenant 
pour unité l’anglé droit; nous aurons 

A+B-t-C — 2 = m. 

Prolongeons les côtés AC, BC jusqu'à ce qu’ils ren- 
contrent la circonférence ABA'B’ aux points A', 1? ; nous 
formerons un second triangle A'B'C, dans lequel les 
angles A' et B' sont les suppléments respectifs des angles 
A et B. L’équation précédente devient donc 

• r • 

2 — A ; -H 2 — B' -f- C — 2 ^ m y 
d’où ** • 

A' -f- B' — C = 2 — m. 

Ainsi la différence entre l'angle C et la somme des an- 
gles A', B' est constante ; donc le point C décrit un arc de 
petit cercle passant aux points A', B'. C’est-à-dire que : 

Le lieu géométrique des sommets des triangles sphé- 
riques de même base et de même surface est un arc de 
petit cercle passant par les points diamétralement op- 
posés aux extrémités de la base. ' t 

Pour trouver un troisième point de ce petit cercle, 
prenons, parmi tous les triangles tels que A'B'C, celui 
dans lequel le côté A'C est égal à A'B'. Alors uqus aurons 
B'=C, et l'équation .ci-dessus deviendra A ' =2 — m. 
11 suffira donc, pour déterminer le point C', de construire 
un triangle sphérique, connaissant deux côtés et l’angle 
compris; ce qui est très-simple. 

PnOBLÈME VIII. 

Étant donné le côté c d'un polyèdre régulier , trouver 
le rayon R de la sphère circonscrite et le rayon r de la 
sphère inscrite. 
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Tétraèdre. — Suit E (Jig. 3o5) le milieu clt* Barète 
BC. Menons AE, DE. Soient F et G les centres des 
triangles équilatéraux ABC , DBC : le centre commun 
des deux sphères se trouvera à l'intersection des droites 
DF, AG (B03), et les rayons demandésseronl AO, OG. 

°„ «A 


* ' 


2 




R VU , 

7 — FG ~ l " 


■r 


.» 

•j 

I 


En second lieu, le triangle AFO, ‘rectangle en F, donne 


AO — OF = ÂF, 


,a 

>' 


R’ - O = (| AE)’ = 

■4 * 

En résolvant ces équations, on trouve 

R .= T f V^ r = r^V^- 

Hexaèdre. — On a évidemment 

R = i c\fî, 


* ^ 




’ .4 m 

: - 4 r 
.Vf 


* . 


. v*S 

- M 

•jjS 

■ ■&, a 


Octaèdre. — Les trois droites OA , OB, OC (Jig. 3o 6) 
sont perpendiculaires entre elles et égales à R (599). Donc 


c = R^ï, R = 


: i 1 


Si nous menons OG perpendiculaire sur ABC, celte 
droite sera le rayon de la sphère inscrite à l'octaèdre yet 
nous aurons , comme ci-dessns , 


•*i M 


d’où 


-y' = **’»* 




Ci 


% 


r = iefi. 


. . $ . * % . „ 

Dodécaèdre. — Dans un pentagone régulier ABCDE 1 - •* = jj 

(Jig. 3oy), dont c est le côté, menons le rayon OB = R', 

1 


l'apothème OG = </, et la corde AC — ■ <!. Les deux trian- ^ 


*4*. *. 


■y. 


* - 


T . .tA* ' • , *> » K • ' v 


■'fl* 

_ f 

? * 


V- 

k « *# 


* - ™ 

^ a 

■s 
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glcs rectangles ABF, OBG seront semblables, et don- 
neront 

AF AB ±d c 

. OG — Ob’ °" T ~ R' 


Mais (30b) 


donc 





?.d 

<J5 + i 




Cela posé, assemblons trois triangles égaux à ABC. Nous 
obtiendrons un tétraèdre CAHB (Jig. 3o8), dans lequel 
l’angle trièdre B sera l’un de ceux du dodécaèdre (000). 
Si donc nous abaissons BLI perpendiculaire à CAH, Si 
sur BF nous prenons BO — R', et-si entin nous menons 
01 perpendiculaire à ABC, le point I sera le centre des 
deux sphères. 

Les deux triangles BLF, BOI donnent 

BF FL BF FL 

Bl ~ ÏO ’ ° U R r 

Nous avons 

BF — y/ÂB — ÂF’ = y'c’ J •</*, 

FL = t’FH = ^ rfy/3; 

donc 

R _ y le 1 — -j-rf’ 

7 ~ T dfi ' ■ . 

* i 

Remplaçons c par sa valeur; il viendra 




iv's 


= \ 3 (5 — 2 y/5 )• 


» * 
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Le triangle BOI donne 

Bï’ — rô’ = BO, ou R’ — r' = R' : . 

2C 

Si l’on met pour R' -=_==== (305) , cette équation 
V io — 2 ^5 

donnera, en vertu de la précédente, 

(i4 — 6 \ZS)r’ = - C - - = , 

5 — 

ou 

, c 1 c 1 7 a5 4- 1 1 ^5 

(7 — 3 ^5) (5 — ^ 5 ) 5o — 22^5 4° 

Nous aurons donc » 

' 

et, par suite, 

Ri+ ,y'a±ii5 = , c( ^ + ^ ) . 

Icosaèdre. — Construisons , avec c pour côté , un pen-> 
tagone régulier ABCDE (fig- 3op). Prenons ce pentagone 
pour base d’une pyramide régulière ayant G pour sommet, 
fet dans laquelle chaque arête latérale soit égale à c. Enfin, 
par le centre I du triangle équilatéral AGB, élevons, au 
plan de ce triangle, la perpendiculaire 10, qui coupe en 
O la hauteur GF. Le point O sera le centre des deux 
sphères. 

Cela posé, si nous abaissons GH perpendiculaire sur 
AB, et si nous menons HF, les deux triangles rectangles 
GIO, GFH donneront 

GO _ 10 ' 

GH ~ FH' 

Or, _ 

GO =e R, 10 = r, GH = i«V3. 

itf. 


» 
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De plus, la droite HF, apothème du pentagone régulier 
A RODE, a pour expression 

(308); 

V 10 — ?V 5 

donc, en remplaçant les lignes par leurs valeurs , dans la 
proportion ci-dessus, nous obtiendrons 

R _ V^io — 2s/5 

r fi 4- » 

Nous avons aussi , comme précédemment , 

R ’ — r 5 =± ÿc’. 

» 

La première équation donne 


R V3 s'('o- ? .y/5)(6_- a V5) = x v /3 V /( 5 _ v ^)(3_^5) 

r 4 

- ^3^5-2^ = v'i5-6 ,/S. 

Substituant pour R sa valeur dans la seconde équation. 


nous aurons 


c 1 _ , c , 7 H- 

** _ 3(i4 - 6v/5) TC 4 


et 




7 + 3 Æ 


Enfin 


ou 


R = T C ^/' 


(7 4- 3 \/5)(5 — 2 y^>) 


54 - ^5 
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PROBLÈME IX. 

Connaissant le rayon R d'une splière , trouver le côté 
c d'un polyèdre régulier inscrit , et le rayon r de la ■ 
sphère inscrite à ce polyèdre. 

Si nous résolvons, par rapport à c ctàr, les fomiules 


trouvées dans le problème qui 

précède, nous arriverons 

aux résultats suivants : 

y # <* • ■ . 'f * 

Tétraèdre , 

* * i4t 

sS 

n|> 

<•> 

r = j R. 

Hexaèdre, 


: ç = |RyÆ, 

r = iRv^- 

Octaèdre , 


c = R \Ji , 

r = |Rs/3. 

Dodécaèdre, 

• * • »! 

c = t» (V‘5 — V^). 

' = V 5 + . 

Icosaèdre , 

0 • 

c = iR ^10(5 — \/ 5 ), 

' = «v/t- 


Le rayon de la sphère inscrite ayant la même valeur 
pour le dodécaèdre et l’icosaèdre, on voit que, si ces 
deux polyèdres sont inscrits à une même sphère, ils se- 
ront aussi circonscrits à une même sphère. La même pro- 
priété a lieu pour l’hexaèdre et l’octaèdre. 

t ' * 

Problème X. 

4 

Connaissant le rayon R d'une sphère , trouver l’aire 
A et le volume V d'un polyèdre régulier inscrit dans 
cette sphère. 

Nous venons d’exprimer, en fonction de R, le côté c 
du polyèdre régulier: si donc nous désignons par a l’aire 
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de chacune des faces, nous trouverons, à l’aide des théo- 
rèmes II, IV et VI (livre III), les valeurs suivantes : 
Tétraèdre, 

a = ic’sÆ = iy'â.iR’ = }R’</3; A = |R’ ^3. 
Hexaèdre, 

a = c> = iR 1 ; A = 8R’. 

Octaèdre, 

a = = iR 1 y/3; A = 4R’^|. 

Dodécaèdre, 


5 — \5 5 — \J5 


A=2R J V io(5 — v^)- 
Icosaèdre, 


a = ±c' , \j3 = — \fî5)i A = 2 R 3 (5 ^3 - — y/Î5 ) . 

Si actuellement nous multiplions la valeur de A par 
~r, nous aurons le volume V du polyèdre; savoir : 
Tétraèdre, 

V = {RV3 X iR = ^R 1 ^. 

Hexaèdre, 

? y c 

V = 8R J X tRv^ 3 = |R’v/3. 

Octaèdre, 

v = 4 rV 3 x = |R J . 

Dodécaèdre, 

V = 2 R> y' 1 o(5 — ^5 ) X t R y/ 5 ~^| — — V I0 (3 + V^)- 

Icosaèdre, 

V = 2 R 1 (5 y^3 — 1 5 ) X 7 R y / 5 ~~- V - = t r V'»; -+■ 2V^- 


FIN nii LIVRE SEPTIEME. 
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MESURE DES CORPS TERMINÉS PAR DES 
SURFACES COURBES. 


PRÉLIMINAIRES. 

Tdéorême I. 

S 

031 . Dans une surface polyédrale fermée , une face 
quelconque est plus petite que la somme de toutes les 
autres. 

Soit la surface polyédrale ABCD. .. . (fg- 3io). Je 
dis que Faire de la face ABCDE est plus petite que la 
somme des aires de toutes les autres faces. 

Projetons, sur le plan ABCDE, chacune des autres 
faces du polyèdre. Chaque face, non parallèle à ABCDE, 
est plus grande que sa projection (402) ; d’ailleurs la 
somme des projections est au moins égale à ABCDE; 
donc, etc. 

Théorème 11. 

032. Une surface polyédrale fermée convexe est plus 
petite que toute autre surface polyédrale qui l'enveloppe 
de toutes parts. 

Prenons chaque face A du polyèdre convexe pour base 
d'un prisme droit, extérieur à ce polyèdre, et dont la 
surface lalér^e détache, sur la surface polyédrale enve- 
loppant, une figure A’, ayant A pour projection. Nous 

a. 

aurons A’ ^ A. D’ailleurs, le polyèdre étant convexe, les 
différents prismes ne se rencontrent pas; donc la somme • 
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des surfaces telles que A' est plus petite que la surface 
enveloppante; donc, à plus forte raison, celle-ci est plus 
grande que la surface du polyèdre. 

633. Pour étendre ces deux théorèmes aux surface* 
^ courbes, il faut d’abord définir ce que l’on entend par aire 
* d*une pareille surface . 

Soit une surface fermée S, convexe pour plus de sim- 
plicité. Inscrivons dans cette surface un polyèdre con- 
vexe P, et soit A l’aire de ce polyèdre. Inscrivons ensuite 
tin polyèdre convexe l y , dont toutes les arêtes soient 
moindres que celles de P , et tel , en outre , que les som- 
mets de P coïncident avec des sommets appartenant à P. 
Continuons ainsi indéfiniment. Nous obtiendrons une 
suite de polyèdres P, P, P',. . . dont les arêtes, et par 
suite les faces, seront de plus en plus petites, et dont les 
aires A, A', A",... augmenteront de plus en plus. 
D’ailleurs, par Je théorème précédent, ces aires seront 
toujours moindres que celle d’un polyèdre circonscrit à 
S; donc elles tendront vers une limite : cette limite est ce 
que nous nommons aire de la surface S. 

>. De même, les volumes V, V', V",... des polyèdres 
successifs tendent vers une certaine limite, laquelle est 
appelée volume du corps terminé par la surface S. 

D’après ces conventions, on étendra facilement aux 
surfaces courbes les théorèmes I et II. et l’on trouvera les 
deux théorèmes suivants. 


Théorème III. 

631. Une surface plane est plus petite <uie toute autre 
surface terminée au même contour. 

Théorème IV. 

ï • 

635. Une surface convexe est plus petite que toute 
autre surface qui l' enveloppe rie toutes parts. 
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CYLINDRE. 

Théorème V. 

Ü36. La surface latérale d’un cylindre a /jour mesure 
la circonférence de la base multipliée par la hauteur. 

Inscrivons dans la base AD du cylindre (fig- 3i t), un 
polygone quelconque ABCDEF ; et prenons ce polygone 
pour base inférieure d'un prisme droit, dont la surface 
latérale rencontre celle du cylindre suivant les arêtes 
AA', BB', CC', ..., et dont la base supérieure sera 
A'B'C'D'E'F. 

La surface latérale du prisme se compose d’une série 
de rectangles qui ont pour hauteur celle du prisme, et 
dont les bases sout les côtés de la base du prisme. Donc 
cette surface prismatique a pour mesure 

(AB -+- BC -+- CD -K . .) X AA'; 

c’est-à-dire le périmètre de la base multiplié par la hau- 
teur. 

Cela étant, sLnous doublons le nombre des côtés de la. 
base du prisme, en prenant les points G, H, . . . intermé-- 
diaires entre A et B, entre B cl C, etc. , nous obtiendrons 
un second prisme, inscrit dans le cylindre, et ikml la 
surface totale, en y comprenant les deux bases, sera plus 
grande- que celle du premier prisme. F.n continuant de 
la sorte, nous verrons que les aires des prismes successifs 
ont une limite, laquelle , d’après le principe précédent, 
est l’aire de la surface lola/r du cylindre. Mais la limite 
de chaque base du prisme est la base correspondante du 
cylindre; donc 

Surface latérale du cylindre = lini. périm. ABCD... X AA', 

= circonfér. Al) X AA'. ‘ 

637. lie marque. — Dans cette démonstration, tien 


a 

•m 
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ne suppose que le cylindre soit à base circulaire; ainsi, 
le théorème est vrai pour un cylindre droit à base quel- 
conque ; et, en général , 

La surface latérale d'un cylindre droit a pour mesure 
la longueur de la base, multipliée par la hauteur. 

038. Scolie. — Le cylindre étant droit, à base circu- 
laire, soient R le rayon de cette base, H la hauteur du 
cylindre , et A l’aire de sa surface latérale ; on aura 

A = 2ttRH. 

Théorème VI. 

639. Un cylindre a pour mesure l'aire de sa base , 
multipliée par sa hauteur. 

En effet, le volume du cylindre est la limite des volumes 
des prismes inscrits. 

640. Scolie. — Le cylindre étant droit, à base circu- 
laire, soient R le rayon de cette base, H la hauteur du 
cylindre , et V son volume ; on aura 

V = irR’H. 

* 

CONE. 

Théorème VII. 

641. La surface latérale d'un cône droit, à base. cir- 
culaire, a pour mesure la circonférence île la base, 
nuiltiplièc par la moitié de la génératrice du cône. 

Dans la circonférence AB ( Jig . 3 1 a) , inscrivons un 
polygone régulier ACDBEF, et prenons ce polygone 
pour base d’une pyramide régulière dont la surface laté- 
rale rencontre celle du cône suivant les génératrices SA, 
SC, ... . 

La surface latérale de la pyramide se compose d une 
série de triangles isoscèles égaux; donc, en abaissant 1 a- 


X 
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po thème SP perpendiculaire sur AC, nous aurons, pour 
la mesure de cette surlace , 

(AC H- CD -+- DB +. ..) X 7 SP . 

Ainsi, la surface latérale d'une pyramide régulière a 
pour mesure le périmètre de la base, multiplié parla 
moitié de l'apothème de la pyramide. 

Cela étant , si nous doublons le nombre des côtés du 
polygone, et si nous continuons indéfiniment cette opé- 
ration, nous aurons pour limite des aires des pyramides, 
en comprenant les bases, l’aire de la surface conique 
augmentée de l’aire du cercle AB. Mais la limite des 
aires des polygones tels que ACDB... est l’aire du cercle; 
donc 

Surface latérale du cône = lim. perim. ADB... X 7 lùn. SP, 
= circotifér. AB X7SA. 

<5-42. Scolie. — Soient R le rayon de la base, G la gé- 
nératrice, et A, l’aire de la surface latérale d’un cône 
droit, à base circulaire; on aura 

A = — BO . 

Théorème V III. 

(543. La surface latérale d'un tronc de cône droit, à 
bases parallèles , a pour mesure la demi-somme des cir- 
conférences des bases, multipliée par le côté AA du 
tronc. 

En inscrivant dans le tronc de cône ABA'B' (fg. 3 12 ) 
un tronc de pyramide régulière, on verra que la surface 
latérale de ce polyèdre est composée d’une série de tra- 
pèzes égaux; donc la surface latérale du tronc de pyra- 
mide, aura pour mesure la demi-somme des périmètres 
de ses deux bases, multipliée par Y apothème PP. Pas- 
sant à la limite, comme dans les théorèmes précédents, 
on trouvera la mesure indiquée. 
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044. Remarque. — En regardant la surface latérale 
d’un tronc de cône comme engendrée par la droite AA' 
tournant autour de l’axe SO situé dans un même plan 
avec cette droite , on peut dire que la surface latérale 
d'un tronc de cône droit a pour mesure la circonférence 
décrite par le milieu tlu côté du tronc , multipliée par ce 
côté. 

Théorème IX. 

1 

845. Un cône a pour mesure le tiers du produit de sa 
base par sa hauteur. 

On démontrera facilement ce théorème en partant de 
l’expression du volume de la pyramide , et appliquant la 
méthode précédente. 

040. Scolie. — Soient R le rayon de la base, H la hau- 
teur, et V le volume d’un cône de révolution ; on aura 
V = i7rR : H. 

Théorème X. 

047. Un tronc de cône, à bases parallèles, est équi- 
valent à la somme de trois cônes ayant pour hauteur 
commune celle du tronc, et pour bases respectives la base 
inférieure, du tronc, la base supérieure, et une moyenne 
proportionnelle entre les deux bases. ( Voyez n° 512.) 

648. Scolie. — Soit II la hauteur d’un tronc de cône 
droit, à hases circulaires, soient R et ries rayons des bases, 
et V le volume ; on aura 

V = iitfR 1 + r‘ + R/) H. 
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CORPS DE RÉVOLUTION. » 

649. Lcmme. — Im surface engendrée par une droite 
AB (Jig. 3i3), tournant autour d'un axe XY situé dans 
un même plan avec AB, a pour mesure la circonjët vnce 
dont le rayon est la perjiendiculaire CD élevée sur le 
milieu de la génératrice et prolongée jfisquà l'axe, mul- 
tipliée par la projection A' B' de cette génératrice sur 
l'axe. 

Cette proposition est évidente lorsque la droite généra- 
trice est parallèle à l’axe; car alors la surface engendrée 
est cylindrique. 

Supposons donc que AB prolongée rencontre XY, au- 
quel cas la surface sera celle d'un tronc de cône. Menons 
CE perpendiculaire et AF parallèle à XY. Nous avons 
trouvé ci-dessus 

surf. AB = 2 kCE X AB. 

Or, les triangles rectangles ABF, CDE , ayant les côtés 
perpendiculaires chacun à chacun, sont semblables et 
donnent 

AB AF 

CD = Œ’ ° U CD X AF = CE X AB; 

* 

donc , à cause de AF = A' B', 

surf. AB ss 2 ttCD X A' B'. 

Il est clair que cette proposition est également vraie 
lorsque l’une des extrémités de AD se trouve sur l’axe. 

Théorème XI. 

630. La surface engendrée par une ligne brisée régu- 
lière ABCD (Jig- 3 14)1 tournant autour d'un axe situé 
dans son plan et passant par son centre, a pour mesure 


Digitized by Google 



GÉOMÉTRIE. 


28G 

la circonférence inscrite , multipliée par la projection de 
la génératrice sur l’axe. 

On appelle ligne brisée régulière celle qui a ses côtés 
égaux et ses angles égaux. 11 est évident qu’une pareille 
ligne est circonscriptible à une circonférence. 

Cela posé, soit O le centre de la ligne brisée, c’est-à-dire 
celui de la circonférence inscrite. Menons les apothèmes 
égaux OM, OIS, OP, et projetons les sommets A, B, C,D 
en A', B', C', D' sur XY. 

La surface engendrée par ABCD se compose des sur- 
faces engendrées par AB, BC, CD; donc, parle lemme 
précédent , 

surf. ABCD = ajrOM XA'B' + 2*0N X B'C' -4- 2 ttOP XC'D', 
OU 

surf. ABCD = 2*0M (A' B' -+- B'C' -+- C' D' ). 

Bol . Corollaire. — La surface engendrée par un demi- 
polygone régulier, d'un nombre pair de côtés, tournant 
autour d’un diamètre du cercle circonscrit, a pour me- 
sure la circonférence inscrite, multipliée par le diamètre 
du cercle circonscrit. 

Théorème XH. 

652. La surface d'une zone ou d'une calotte sphérique 
a pour mesure la circonférence d’un grand cercle, mul- 
tipliée par la hauteur de ta zone ou de la calotte. 

Une zone est la partie de la surface de la sphère ter- 
minée à deux circonférences parallèles; une calotte est la 
partie de la surface sphérique terminée à uue seule cir- 
conférence. Ainsi , lorsque la demi-circonférence CABD 
( fig . 3i5), tournant autour du diamètre CD, engendre 
la sphère, l’arc AB engendre une zone, et les arcs AC, 
BD engendrent des calottes sphériques. 

La hauteur A' B d’une zone est la distance comprise 
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entre les plans de ses deux bases; la hauteur CA' d'une 
calotte est la distance comprise entre le plan du cercle qui 
lui sert de base et le pôle de ce cercle. 

Cela posé, je dis. que la zone engendrée par AB a pour 
mesure a^OC X A'B\ 

Inscrivons dans l'arc AB une ligne brisée régulière 
AEI'B; puis, dans la surface conique engendrée par AE, 
inscrivons la surface d'un tronc de pyramide régulière, et 
opérons de même pour les surfaces engendrées par EF et 
FB. Nous formerons ainsi une surface polyédrale ouverte, 
ayant pour base inférieure un polygone régulier, inscrit 
dans la circonférence décrite par le point B. Si nous fai- 
sons croître indéfiniment le nombre des côtés de ce poly- 
gone, et si en même temps nous augmentons indéfiniment 
le nombre des côtés de la ligne brisée inscrite dans AB, 
nous obtiendrons une série de surfaces polyédrales dont 
les aires auront une limite, laquelle sera précisément 
l’aire de la zone sphérique. 

D'abord, en augmentant indéfiniment le nombre des 
côtés du polygone régulier servant de base à la surface 
polyédrale, nous trouverons pour limite l’aire de la sur- 
face engendrée par la ligne brisée A EF B ; c’est-à-dire 
27K3I X A' IV. 

En second lieu, en faisant croitreindéfinimentle nombre 
des côtés de la ligne brisée, nous obtiendrons, pour l’aire 
de la zone sphérique, lim. 5.~OI X A B' ; c’est-à-dire 
2 ?rOC x A' B'. 

La démonstration serait la même pour la mesure de la 
calotte engendrée par AC. 

653. Scolie. — Soient R le rayon d’une sphère, H la 
hauteur d'une zone ou d’une calotte, et A l’aire de cette 
surface; on aura 

K = 2?rRH. 

1 
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654. i* r Corollaire. — Dans une même sphère, deux 
zones de métne hauteur sont équivalentes. 

655. 2 ° Corollaire. — La calotte engendrée par un 
arc est équivalente au cercle qui aurait pour rayon la 
corde de cet arc. 

En effet, la corde AC est moyenne proportionnelle 
entre CI) et CA' ; donc 

AC = 2R.CA'; 
et l’aire delà calotte est 

A = it AC . 

Théorème XHI. 

656. La surface de la sphère a pour mesure la circon- 
férence d'un grand cercle, multipliée par le diamètre. 

En effet , la sphère peut être considérée comme une 
zone dont la hauteur égale le diamètre. 

657. Scolie. — Soit A l’aire d’une sphère de rayon R , 
on aura A = 4^’* 

658. i cr Corollaire. — La surface de la sphère est 
équivalente à 4 fois celle d'un grand cercle. 

659. 2' Corollaire. — Un fuseau sphérique a pour 
mesure le diamètre de la sphère, multiplié pari' arc cor- 
respondant à ce fuseau. ( Voyez n° 577.) 

660. 3 e Corollaire. — Soient A, B, C les angles d’un 
triangle sphérique, l’angle droit étant représenté par i ; 
soient R le rayon de la sphère et T l’aire du triangle ; 
on a 

■S = - ,). 

• En effet, la mesurede ce triangle est A ■+■ B -+- C — 2 , en 

prenant pour unité le triangle tri-rectangle(583);de plus, 
l’aire deee dernier triangle est j.4ttR’= JnR'; donc, etc. 
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Théorème XIV. 

mî. Si un triangle ABC (Jig. 3i6) tourne autour 
d'un axe XT situé dans son plan et passant par un de 
ses sommets C , le corjis engendré aura pour mesure la 
surface décrite par le côté AB opposé, à ce sommet, mul- 
tipliée par le tiers de la hauteur CD correspondante à 
ce meme sommet. 

i°. Supposons que l'un des fûtes du triangle soit situé 
sur l’axe de rotation'; abaissons AA' perpendieulaire sur 
XY ; et soit V le volume du eorps engendré. Je dis que 

V = VAA' X AB X 7 CD. 

En efVet, le corps engendré" par BAC se compose des 
cènes engendrés par BAA' et, CAA'; dpnc 

•* i 

V = jjrAA' X BC. 

Mais, dans un triangle, le produit de la- base par la 
hauteur est constant, comme exprimant le double de 
l’aire du triangle; donc » 

BC X*AA' = AB X CD; 

,, . •• # - ' 

d ou 

V = jîrAA' X AB X CD; etc. 

a°. Si le côté AB ( jig . 317 ) prolongé rencontre l’axe, 

nous aurons r- . 

* 

vol. ABC = vol. ACE — vol. BCE 

= surf. AEX7CD — surf. BEX|CD=surf. ABX7CD. 

3°. Enlin , si le côté AB (Jig . 3i8) était parallèle à 
l’axe, le volume engendré par ABC se composant du cy- 
lindre engendré par ABA'B', diminué des cônes engendrés 
par AC A’ et p%r BCB', le, théorème se vérilie encore plus 
simplement. 
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Théorème XV. 

GG 2 . Le corps engendré par un triangle ABC (Jig. 3 19), 
tournant autour d'un axe XY situé dans' son plan, a 
pour mesure faire du triangle, multipliée par la circon- 
férence <jue décrit son centre O des moyennes distances. 

Abaissons sur l’axe XY les perpendiculaires AA' = a , 
BB' = b, CC' = c; et désignons A’C' par a. et B’C' par ji. 

Le corps engendré par ABC se compose du tronc de 
cône engendré par ABB'A', diminué de la somme des 
troncs engendrés par ACC'A' et BCC'B -, donc , en dési- 
gnant par V le volume cherché , nous aurons (6A8) 

=r — (a’Hpc’-Vac'a— 

La quantité' entre parenthèses peut être mise sous la 
forme 

4 P P „ 

(6'M- ab — c 1 — oe)a -+- (a‘ a b — c 1 — bc\ p ,, 
ou ' , * 

(b — r)(A -f- c -+- a)a -+- {a — c)(a -+- c 4- b )$ , • 

» 

ou encore 


|(?t4-i+c)[(4- c)*-t- [a — r)p]; 


donc 


y - if + ^ + c x (ô — c)a + (a — c)P 

~~ 5 7 . 2 

Observons actuellement que le triangle ABC se com- 
pose du trapèze ABB'A', diminué de la somme des tra- 
pèzes ACC'A' et BCC'B' ; donc l’aire de ce triangle égale 

a + V , ft) _ ?_±_f a _ b + c k - (Ô — c)a -f- (a — 

2 ^ Tl. 2 ‘ 2 


Cette dernière quantité forme le second facteur de V. 
Quant au premier, il représente évidemment la circonfé- 
rence décrite par le point O ( 228 ); donc, -etc. 
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663. Remarque. — Ce ' théorème renferme, comme 
cas particulier, le précédent. 

Théorème XVI. 

664. Si un secteur polygonal régulier O WSCA) ( fig. 3ao) 
tourne autour d'un axe XV situé dans son plan et passant 
par son centre , le corps engendré aura pour mesure la 
surface décrite par ta ligne brisée régulière qui sert 
de base au secteur, multipliée par le tiers de V apothème 

OE. 

En effet, d’après le théorème XIV, 

vol. ABü — surf. AB U. |OE, 
vol. BCO = surf. BC x jOF, 
vol. CDO = surf. CI) X yOG. 

Mais les perpendiculaires OE, 01*', OG sont égales entre 
elles; donc 

vol. ABCDO — surf. ABCD X- jOE. 

665. Scolics. — i°. Soient r le rayon du cercle inscrit, 
p la projection de la ligne ABCI) sur l'axe, et V le .vo- 
lume du corps engendré par le secteur ; on aura 

V"= . * 

2 °. Si un demi-pOlygoue régulier, d'un nombre pair 
de côtés, tourne autour d’un diamètre du cercle circon- 
scrit, on aura, en désignant par R le rayon du cer-, 
cle circonscrit, par r l’apothème et par V le volume du 
corps engendré', 

V = frr’R. 

Thf.oreme XVII. 

666 . Urrsecteur sphérique a pour mesure la zone qui 

lui sert de base , multipliée par le tiers du rayon de la 
sphère. ■' „ 

' * 19 . 
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On appelle secteur sphérique le corps engendré par un 
secteur circulaire ACB (fg. 3a i) tournant autour d’un 
axe XY situé dans le plan ACB et passant par le centre 
C. Lorsque le secteur ACB engendre le secteur sphérique, 
l’arc AB engendre une zone qui est appelée base du 
secteur. 

Cela posé , le théorème qui vient d’être énoncé se dé- 
duit du précédent, par le mode de démonstration em- 
ployé au n° 682. Nous laissons au lecteur le soin de faire 
les développements nécessaires. 

667. Scolie. — Soient V le volume d’un secteur sphé- 
rique , H la hauteur de la zone qui lui sert de hase, et R 
le ravon de la sphère; on attra 

- ' !.. V = jjrR’H. 

Théorème XVIII. 

668. La sphère a pour mesure sa surface , multipliée 
par le tiers du rayon. 

En elïet , la sphère peut être considérée comme un sec- 
teur ayant pour base la surface sphérique. 

< 669. Scolie. — L’expression du volume V d’une sphère 
de rayon R est V = -jirR’. 

670. Un onglet sphérique est le corps renfermé entre 
un fuseau et les plans des deux grands cercles qui déter- 
minent ce fuseau. On démontrera facilement qu’un on- 
glet est à la sphère comme l’angle dièdre correspondant 
à l’onglet est à 4 angles dièdres droits; par suite, on ar- 
rivera à la conséquence suivante : 

Corollaire . — Un onglet a pour mesure le fuseau qui 
lui sert de base, multiplié par le tiers du rayon. 


A 
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Théorème XIX. 


671 . Le corps engendré par la révolution d’un seg- 
ment circulaire ACBD (Jig- 3 aa) tournant autour d'un 
axe XY passant par le centre, est équivalent aux deux 
tiers d’un cylindre ayant pour diamètre la corde AB du 
segment , et pour hauteur la projection A' B' de la corde 
sur l'axe. 

Menons les rayons AO et BO : le corps engendré par 
ACBD sera égal au secteur sphérique engendré par ACBO, 
diminué du corps engendré par le triangle ABO. Donc, 
en désignant par V lé volume qu’il s’agit d’évaluer, nous 
aurons (660, 666) 

\ 

V = |*Â0 $< A' B' — fjrÔD X A' B' 

‘ = ijrA'BVÂO — 5Ï>) = frA'B' X Al); 

donc, etc. 

, . 1 

Théorème XX. 

1 

672. Un segment sphériqiw à deux bases est équiva- 
lent à la demi-somme des cylindres de mêmes bases et 
de même hauteur que le segment, plus une sphère ayant 
cette même hauteur pour diamètre. 

Le segment sphérique engendré par la rotation de 
ACBB'A' autour de XY (Jîg. 3 22), so compose du corps 
engendré par le segment circulaire ACB, plusdu tronc de 
cône engqndré par ABB A'; donc 

V rfc I„ADX A' B' -t-^nfïA'’ -+ BB' -f- AA' X BB' | X A'B', . 

». 

*" * 

Le premier terme est égal à 

» 

iirAB X A'B', 

% 

AD r= 7 AB. 


parce que 



i 
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Menons, par le point A, la parallèle, AE à XY ; nous . 
aurons * 

AB := AK 4- BE = A B' 4- (BB' — AA') 1 

= A'B' -4- BB' J 4- ÂA' — 2 A A' X BB'. 

L’équation précédente devient doue 

V = A 7t[À r B' 4- BB' 4- AA/’ — aÂA' X BB' J X A'B' f 
-h-J-îtfÂA' 4-BB' 4- AA' X.BB'J X A' B' 

== A 7 ]}' 1 4- KirÀÂ' X A'B' -f- ttBb’x A'B'). 

é 

673. Remarque. — Si le point A est situé sur l'axe, 
le serment sphérique est à une seule *base, et son volume 

devient • , 

* » 

V = yîrBB' X A'B' 4- ^ÂÜ'. 

674. Scolie. — Soient R et r les rayons des bases d’un 
segment sphérique, H sa hauteur, et V son volume 

s * 

-, V = Ajr(R 3 4- /- : )H 4- |îtH\ 

' .. ' 

Théorème XXI. 

» 

675. Si une ligne plane CADB (Jig- 323), .y métrique 
par rapport à une droite AB, tourne autour d'un axe 
XY parallèle à cette droite et situé dans le plan CADB, 
la surface engendrée aura pour mesure la longueur de 
la génératrice , multipliée par la circonférence que dé- 
crit un point quelconque M de la droite AB. 

Inscrivons, dans CADB, tin polygone quelconque 
AEG...HFA, ayant AB pour axe de symétrie (607). 
Lorsque la courbp, tournant autour de X4 , engendrera 
une surface de révolution, la ligne polygonale inscrite 
engendrera une série de surfaces appartenant à des cônes 
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ou à des troncs de cônes. Evaluons la somme des aires de 
ces différentes surfaces. 

Soient EG, FH «deux côtés du polygone, symétriques 
par rapport à AB ; nous aurons (643) 

surf. F.G = ir(EE' -+- GG'). X. EG, 
surf. FH = ir(FE' -4- HG') X FH; 

d’où , à cause de Eu = FH , » 


surf- EG-t-surf. FHe=7v( — 
\Iais 


/EE'+FE' . GG' + HG'^ (eq+FBj 


— F 


EE 4- FF' 

a 


MF.', 


* GG' -+- HG' 




= KG' = ME' ; 


donc 


surf. EG -+- surf. FH = (EG -F FH) X a 77 , MK'. 

^ ». 

On aura de même 

1 » * * 

surf. AE 4 - surf. AF = (AE 4- AF) X a.rrME', 
surf. GI 4- surf. HK =.(GI 4- HK) X ïjtME', etc. ; 

4 * ' ■ • 

d ou, en ajoutant, 

1 4 » » 

sprf. AEG...HFA — périm. AEG...HFA X circonf. ME'. 

Le théorème étant démontré pour la surface engendrée 
par le polygone AEG. . ., on l’étendra, par la méthode 
des limites j à la surface engendrée par la courbe. 

676. Supposons que la génératrice ACBD ( fig . 3a4) 
soit une circonférence, auquel cas la surface engendrée 
est celle d’un anneau ou d’un tore; soient R le rayon de 
cette circonférence et a la distance OM de son centre à 
l’axe de rotation; nous aurons, en désignant par A l’aire 
de la surface, 

A = /{tc' R n; 
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et si a — R , auquel cas la circonférence tourne autour de 
' sa tangente, 

A = 4« 3 R ! . 

Ainsi : 

Corollaire. — L’aire de la surface engendrée par 
ufie circonférence de rayon R, tournant autour de sa 
tangente , est à l'aire de la surface sphérique de 
rayon R, comme tc est à i . 

Théorème XXH. t 

677. Si une figure plane, symétrique par rapport à 
une droite, tourne autour f un axe parallèle à celte 
droite et situé dans le plan de la figure , le corps en- 
gendré aura pour mesure l’aire de la génératrice , mul- 
tipliée par la circonférence que décrit un point quel- 
conque de la droite. 

Ce théorème se démontre comme le précédent. 

678. Corollaire . — Soient R le rayon du cercle géné- 
rateur d’un tore, a la distance du centre à l'axe de ro- 
tation, et V le volume du tore, 

f * 

V ~ ji’R’bj 

xt si a = R ,- 

V = 2jt ! R 3 . . 

• il • 

• • * 

COMPARAISON DES AIRES ET DES VOLUMES. 

679. Nous avons donné, à la fin du livre VI, quelques 
théorèmes sur les rapports qui existent entre les volumes 
de certains polyèdres. On peut, par analogie, comparei 
les aires et les volumes des cylindres, des cônes, etc.; et 
l’on arrive aux propositions suivantes : 

i°. Les surfaces latérales de deux cylindres de même 
hase sont entre elles comme les hauteurs- de ces cy- 
lindres ; 

a". . Les surfaces latérales de deux cylindres de meme 
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hauteur sont entre elles comme les rayons des bases île 
•scs cylindres ; 

3°. Deux cylindres de même base sont entre eux 
comme leurs hauteur, etc. ; 

4 U . Si un c âne 'quelconque est coupé par un plan pa- 
rallèle à sa base] tes Surfaces lâttérales de ce cône et de 
celui qui résulte de la section sont entre elles comme les 
carrés des hauteurs. Les volumps de ces cônes sont 
comme les cubes de# hauteurs, etc. ; 

5". Ixs surfachs 3e deux? sphères sont comme les car- 
res de leurs rayons. Les sphères sont comme les cubes de 

leurs rayons, etc. % * * 

* * ' » * 

Théorème WUI 

680. i°. La surface d'une sphère est équivalente aux 
deux tiers de la surface totale du cylindre circonscrit; 

a°. La sphère est équivalente aux deux tiers du cy- 
lindre circonscrit. y 

Si le demi-cercle AEB (fg- 325) tourne autour d’un 
diamètre AB, de manière à engendrer une sphère, le 
rectangle ACDB, circonscrit, à ce demi-cercle, engendrera 
un cylindre dont la surface latérale touchera la sphère 
suivant la circonférence décrite par le point de contact E, 
et dont les bases toucheront la sphère aux points A, B, 
Ce cylindre sera donc circonscrit à la sphère. 

Soit R le rayon OA, nous aurons » 

surf. sph. = 4*R', 

Surf cyl. = airR x 28 + 27 îR? = 6wR’; 

donc 

* 

é 

surf. sph. , 

surf. cyl. • ■*' 
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De même 
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vol. sph. = -j-wR 1 , j 

vol.-cyl. = rR’ X jR t= 2jrR'; 

donc ' 

» \ 

vol. sph. , 

vol. cyl. 

« 

Remarquons en même temps , que la surface de la 
sphère est équivalente à la surface latérale du cylindre 
circonscrit. . ' 




\ 
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» i . • r 

681. PVous avons démontré, dans l’appendice au li- 

vré IV, que parmi toutes les* ligures planes, isopérimè- 
tres, le eèrcle a la. plus, grande aire. INous allons voir 
maintenant que , parmi tous les corps rie même- surface , 
la' sphère, a le plus grand volume. * • 

Cette proposition repose sur plusieurs lemmes préli- 
'minfires. ► 

Lummi. 1. 

682. Si, par les milieux a , h, c ( Jig . Ü 26 ) des arêtes 
latérales d'un prisme triangulaire tronqué, on fait pas- 
ser un plan : 

t°. Les deux segments du tronc seront équivalents; 

2 0 . La section abc sera plus petite que la demi-somme 

des bases ABC, A' BC' du ironct 

* • 

i°. Le point a étant le milieu de AA’, les deux extré- 
mités de cette droite sont également éloignées du plan 
abc. De môme, les extrémités de. BB’ et de CC' sont res- 
pectivement à égale distance -de co plan. Donc, les deux 
segments du tronc, ayant déjà môme base abc, seront 
équivalents (510). 

a". Soient DEF, D'E'F' (Jig- il 27 ) les* projections des 
deux bases ABC, A' B’C', faites sur le plan abc. Les droi- 
tes DD', EE\ FF' seront parallèles entre elles, et les points 

a, b , c seront les milieux de ces «droites. Nbus aurons alors 

* 

abc — I) F. F -+- E bcle E b ali — D acY , 

abc — D'E'F' K'iaD'+ üVF' — Y.'bcY’. 
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Mais les six trapèzes sont équivalents deux à deux, comme 
ayant des bases égales et des hauteurs égales; donc 

, DEF 4- D'H' F' 
tibc =. ; - . • — • 

. ' - » 1 '• 2 

Ainsi , la section abc du tronc est équivalente à la 
demi-somme des projections des bases. Or, chaque base 
est plus grande que. sa projection (o(M) ; donc , etc. 

« 

Lehhe II., 

* ’ . ' » 

683. Si l' on mène, dans un corps terminé par une 

surface convexe , une série de droites parallèles, les mi- 
lieux île toutes ces droites sont situébs sur une surface 
qui divise le corps en deux parties équivalentes , et qui 
est plus petite que la moitié de la surface du corps. 

Cette proposition se déduit de la précédente par la mé- 
thode des limites. 

I* •* 

Lehme ni. 

684. i°. Deux surfacès , symétriques par rapport à un 
plan j sont équivalentes ; 

2 °. Les corps limités par ces surfaces sont équivalents. 

(.elle proposition est vraie pour les polyèdres symé- 
triques (627, 630); donc, etc. 

« r » 

Lemme rv. 

• . • 

♦ • 

683. bric surface qui, avec une aire donnée , renferme 
un volume maximum, est convexe. 

Supposons que la surface offre une partie rentrante; 
alors nous pourrons toujours mener un plan qui coupe 
cette partie suivant une courbe a, et qui coupe ensuite 
la surface dn corps suivant une seconde courbe b en- 
veloppant la première. Supposons, [tour fixer les idées, 
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que la partie centrante, ayant pour base a, soit au- 
dessous du plan. Alors, en construisant, sur la 4 même 
base, une figure qui soit symétrique de cette partie, par 
Rapport au plan , nous augmenterons le volume du corps , 
sans augmenter la surface qui le termine (lemme III); 
ainsi, la surface non convexe proposée ne renfermerait 
pas un volume maximum, ce qui'ost contre l’hypothèse^ 
donc, etc. ( Voyez n° 355.) 

Lemme V. 

686. Tout "plan qui divise en deux parties équiva- 
lentes un cotps maximum , divise aussi en deux parties 
équivalentes la surface de ce corps. (V oyez n° 355, 4°-) 

Lemme VI. 

v * 

687. Une surface qui, avec une aire donnée , ren- 
ferme un -volume maximum , a une infinité de plans de 
symétrie. 

Coupons cette surface par un plan quelconque qui la 
divise en deux parties équivalentes : le corps terminé par 
cette surface sera partagé aussi en deux parties équiva- 
lentes. Si la moitié supérieure F {fig. 328) n’est pas sy- 
métrique de la moitié inférieure E, construisons, au-des- 
sus du plan ACBD, une surface E', symétrique de E par 
rapport à ce plan : les deux surfaces E', F seront équiva- 
lentes, et les deux corps renfermés entre ces surfaces et 
le plan AGBD seront équivalents (68i). 

Coupons les deux surfaces E', F par une série de 
droites parallèles; les milieux de ces droites seront situés 

F/ y 

sur une surface S, moindre que — — — c'est-à-dire 

* 2 

moindre que F (683); de plus, le corps compris entre les 
surfaces S, E sera équivalent au corps primitif; donc, à 
cause de S -+• E < F -f-, E, on pourrait enfermer le vo- 
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lurac primitif sous une surface ayant une aire; plus petite 
que l’aire donnée; ce qui est contraire à l’hypothèse. 

Limjii VII. 

(>88. Toute surface quia une infinité de /dans de sy- 
métrie, est une sphère , 

Menons, dans la surface, trois cordes parallèles quel- 
conques AA', RB', CC {fi g. 329 ) : elles seront perpen- 
diculaires au plan MN qui passe par leurs milieux 

D, E, F. ’ 

Par les points A, A', B, C, faisons passer une sphère : 
le plan MN, perpendiculaire au milieu de la droite AA' 
qui joint deux points de cette" surface , divise en deux 
parties égales toutes les cordes parallèles à AA' ; donc les 
points B , C' appartiendront à cette sphère. 

Actuellement, menons la corde AB', et par les points 
B, C, menons, dans la surface, deux cordes parallèles à 
celle-ci ; les extrémités de ces cordes appartiendront en- 
core à la même sphère.. 

Il suit de là que si l’on prend arbitrairement, sur la 
surface, quatre points A, A', B, C, et si l’on fait passer 
* une sphère par ces quatre points, ou pourra trouver au- 
tant de points que l’on voudra , communs à la surface et 
à la sphère; donc celte surface est une sphère. 

Théorème. 

B89. Parmi tous les corps de même surface , la sphère 
a le plus grand volume. 

Cette proposition résulte évidemment de celles qui 
précèdent. 
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PROBLÈMES RELATIFS AU LIVRE HUITIÈME 

Problème I. 

A une demi-circonférence ABC {J‘g- 33o), on mène 
la tangente BT. Quel sera le volume du corps engen- 
dré par la figure ABTA , tournant autour du diamètre 
AOC ? 

Ce corps se compose du cône engendré par le triangle 
rectangle BDT, et du segment sphérique engendré par 
le demi-segment circulaire ABD. 

Le cône a pour mesure j K BU X DT; la mesure du 

J i • s 

segment sphérique est ^rBD X AD -|- i 71 AD (673). Le 
volume demandé sera donc 

V = i*BDX DT -h iTrBü’ X AD 4- 

Représentons par R le rayon du cercle donné , et par a la 

distance OT : nous aurons successivement (229) 

R 1 a 1 — R 1 

OD = -, DT = — > 

a . u 

' BD — " AD = -(a + R): 


V =T’ r ^’ + + 


V = I* (a ^ - R) - ‘ [2 {a — R)* -t- 3R (a — R) + R (a + R)] ; 


ou enfin 


v= i s (î±!H. 


Si l’on veut obtenir le volume v de la partie comprise 
entre la surface conique et la calotte sphérique engendrée 
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par RC, il suffit de retrancher de V le volume de la sphère, 
représenté par ‘ 7t R 3 ; et l’on trouve 

, (« - R ) !RI 
„ = 

Problème II. * 

Une sphère, de rayon r, repose dans V intérieur d'un 
cône creux renversé, dont le rayon de la base est R et 
la hauteur H. Quel est le volume V de l'espace vide 
compris entre la surface de la sphère et celle du cône ? 

Faisons passer, suivant l’axe du cône, un plau quel- 
conque ; il coupera cette surface suivant un triangle isos- 
cèle ACB (fg- 33i), et il coupera la sphère suivant une 
circonférence O, tangente en D, E aux côté* égaux du*- ^ 
triangle. Représentons par a la distance CO comprise 
entre le sommet du cône et le centre de la sphère ; nous 
aurons, en appliquant la dernière formule du premier 
problème , 



Abaissons CF perpendiculaire sur AB et menons DO : 
.les triangles rectaugles AFC, ODC donneront 

AF _ AC 
DO ~ CO 5 

d’où 

a = v H’ + R ’- 
R 

Cette valeur, étant substituée dans la formule précé- 
dente, donne 

* 

V = ■ rr .. W R * + y - R > . 

R y R 1 d- » 
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Problème III. . 

On a tracé, sur la surface il' une sphère , quatre petits 
cercles égaux et tangents entre eux (Livre VII, pro- 
blème V). On prend ces cercles pour Jbases de quatre 
cônes , égaux entre eux, et dont les surfaces sont tan- 
gentes à celle de la sphère. Quel est le volume du corps 
ainsi formé? 

La circonférence de chaque petit cercle peut être re- 
gardée comme étant la base commune de la surface co- 
nique correspondante et de la surface d’une calotte sphé- 
rique. Si nous évaluons, par le problème I, le volume V 
du corps renfermé entre ces deux surfaces, et si nous 
ajoutons le quadruple de ce volume à celui de la sphère, 
le problème sera résolu. 

Eu désignant par R le rayon de la sphère, et par r ce- 
lui de la base du cône, nous avons trouvé (Livre FJI, 
problème F') 

r = IR^ë. 


Or, si dans le problème I, nous supposons BI) = ' R y'g 
( fig . 33o), nous aurons 


et 


OD = V R» — BD' = i R y/3 , 
OT = a = R v/3. 


La seconde formule trouvée dans ce même problème 
donne ensuite 

r = J r R 3 ( 2^/3 — 3). 

Nous aurons donc 


V = yjrR' -t- ÿ jiR 1 (2^3 — 3), 

ou 

V = i*R 3 (4/3 — 3). 
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’ . l*ROBLÈMi: IV 7 . 

Un demi-décagone régulier, dont le côté est c, tourne 
autour du diamètre dit cercle inscrit. Quel est le volume 
V du corps engendré ? 

Ce corps se compose de celui qui est engendré par le 
secteur polygonal régulier OBCDEFO ( Jig. 332), aug- 
menté des deux cônes engendrés par OAB et OCF. 

Or, 

. vol. OB...FO = firOA (004), 

vol. OAB = vol.OGF = |7rÂB X OA; 
donc, en appelant a l’apothème OA, nous aurons 
V = -ira' - 4 - j 7 r ac 1 . 


Dans le décagone régulier, le rapport de l’apothème au 

côté est égal à V 1 °_+ 2 (3Q3) ; donc, 

a(v5— i) 

[ ( 10 - 4-2 v'5) V io -4- 2 V5 V io + 2 y/5 1 

(VS -«■)' »(V5-|) J 


= 7^‘ [' 


(5-+-V5)(y r 5 -h i )' J i 
32 8. 


.](V5 + 0\/ 


10-4-2 ^5. 


La quantité entre parenthèses = 7 (n -+- V^) ; donc 

V = -^* 0 ( 1 1 -4-4 V®) WS -4- i) V'O -4- 2 ^5- 

Le produit des deux facteurs (n -4- 4 t/5) et (y/5 + i) 
égale 3i -F 1 5 V 5 ï par suite, 

V = ^«<^(31 -4- i5V5)V'o -4- 2 y/5, 

ou enfin 

V = ^rrc 1 V 1 885 -4- 842 y/5. 

L’expression du volume, en fonction de l’apothème a , 
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serait bien moins compliquée. En effet, 

V — j ica 1 fera 3 ^ = |«a’ -I- Tf7rn'(5 — 2 V^5)’ 

5 + V5 

OU V=^7Tfl J [l5 — 2^5]- 

Problème V. 

Les angles d'un triangle sphérique sont , respective- 
ment, 

A = 48° 18', B = 63° 12', C = 73-24'; 
le rayon de la sphère est R = o”,iy. Trouver , à moins 
de 1 millimètre carré , la surface du triangle. 

En prenant pour unités d’angle et de surface l’angle droi t 
et le triangle tri-rectangle, la mesure du triangle est (583) 
T su A -f- B -4- C — 2* 


D’après les données , la somme des trois angles 
doue 


T = 


184 H- 


> 4 
« • 


9° 


2 


» ■ « 9 

• • 0 


2 =s 


i84"54'i 


« » 

• •r 


Ainsi , le triangle proposé est équivalent aux ~ du 
triangle tri-rectangle. 

Actuellement, en prenant le mètre pour unité, l’aire 
de la sphère est 4 71 X (o, 19)’ ; celle du triangle tri-rec- 
tangle est donc jn X (0,19)’; et, par suite, l’aire du 
triangle projiosé sera 

« = 4* X (o,i 9 ) : X 


En opérant par logarithmes 
logr 

2 logO, IC) = 

i°s 4o = 

— log 2 — 

log 900 =T 

log O — 


nous aurons 

°>4y7'4<)9 

2,5575072 

■ ,690 1 <yi 1 
■ o,3oio3oo 

- 2,9542425 
3,4895807 

0,003087 


.1 

l 


î 
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La surface du triangle est donc d’environ 3087 millimè- 
tres carrés. 


PnOKI.ÈHf'. VI. 

Le litre, qui sert à mesurer les liquides , est un cy- 
lindre dans lequel la hauteur est double du diamètre 
de la base, et dont la capacité est 1 décimètre cube. 
Quelles sont les dimensions de ce corps? 

Prenons pour unité le décimètre, représentons par h 
la hauteur du cylindre, nous aurons (f> 40 ) 



log 16 = 1, 2041200 

— log n =—0,4971499 
0,7069701 

j = 0,2356567 = log A, 

A = 1,7205. 

Ainsi, la hauteur du litre = 1 72 n,m ,o5 ; cl le rayon de s;\ 
base = 43 mn, ,oi. 

Problème Vil. 

Quelle est la longueur d'un fil de platine ayant pour 
épaisseur 777-; de millimètre , et pesant 1 gramme? 

Le poids spécifique (1) du platine , par rapport à l’eau, 
est à peu près égal à 20 ; donc le volume du (il sera , en 
prenant le centimètre cube pour unité, représenté par ÿf. 


(1) Vo/cs Ici Traites de Physique. 
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cylindrique, nous aurons 

ÏT — 77 ( V , » . ) X 


3°9 


h étant la hauteur du cylindre ou la longueur du fil. 
Ccttç équation donne 

/ 

! 120 X 24 °° 

TT 

l0gI20 = 2,0791812 

logî 4 oo = 3 , 3802112 

— log jr = — 0,4971499 

logA = 4,9622425, h — 91673,2.... 

Ainsi , la longueur du fil de platine serait d’environ 917 
mètres. 


Problème VIII. 


Quel serait le rayon d'une sphère d'or valhnt 20 
francs? 

Le prix du kilogramme d’or est 3444* ,45 ; donc le 
poids de la sphère sera, en grammes, — ** tt . D’ailleurs, 
le poids spécifique de l’or étant, à peu près, 19,26, le 
volume de la sphère sera, en centimètres cubes, 

20 

3,44445 X 19,26 


Soit R le rayon inconnu; nous aurons (669), 
20 

3,44445 X 19,26 ~ a ’ 


d’où 


» = vÇ 


44445 X 6,42 x n 
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Les logarithmes donnent ensuite 


log 5 = 0,6989700 

— log 3,44445 = — 0,5371199 

— log 6,42 = — 0,8075350 

— log* =— 0 . 497 '499 

•1,8571652 

| = 1,6190551 = log R, 

R = o,4i595. 

Le rayon de la sphère serait donc, à peu près, 4 “"% *6. 


Fl» DC LIVRE HCtTlfc.ME ET DERNIER. 
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Page ligne l5j nu Leu de AD, BC, lisez AB, DC. 

Page lia *'B ne 5, ttu l' eu a ^ i lisez 2 ^1 — 

Page 3ij ligne ^ au lieu de lisez -• 

Page 23 , ligne ou lieu de OA' = J OA , lisez OA’ = f AA'. 

Page 2I1 ligne ifi , au lieu de } (AE h- CH ) , lisez i ( AE ■+■ CG). 
Page ÇJI , ligne il , au lieu de ADE , ACE, Usez ADE , ACB. 

Page 93, ligne 6, au lieu ~ =, lisez ^ =. 

Page i3?, ligne ta. au lieu de la m“ mt , lisez la (n + 1)"". 

Page i;a, ligne a5, au lieu de le plan MN, lisez le plan PQ. 

Page IQ7, ligne i3^ au lieu de (rcpez n° 4)19;, liste (voyez n° 4(>0) 
Page ao3, ligne dernière, au lieu de 3a ■+■ tfh ■+- , lisez a (3a -+- -+-■ 

Page aoç), ligne fi, au lieu de donc, etc., lisez donc : 

Page aa8, ligne ç^aii Ueu Je égales, Usez égales entre elles. 


l‘age o 33 , ligne a, au lieu 


*v/©' : 


(«-»)*, 


Page 309, 
Page 109, 


Catalan. 
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